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PRATARMĖ 


Vektorius ir matrica — dvi bene svarbiausios aukštosios algebros 
sąvokos. Kas tai yra vektorius ir matrica, galite sužinoti, atsivertę bet ku- 
rią enciklopediją. Ten perskaitysite ir kur tos sąvokos daugiausia varto- 
jamos. Tačiau jei tarsitės jau susipažinę su tais dalykais — tai reikš, kad... 
vietoj spektaklio pasitenkinate jo afiša. Reikia permanyti veikėjų charak- 
terius, veiksmus ir poelgius, o tada atsakyti į klausimą: ‚О kam reikėjo 
jį statyti?" Ir matematikos sąvokų, taisyklių vertė paaiškėja, tik sužinojus 
jų pritaikymus. Čia dera priminti uždavinį, kurį sprendžia sodininkas, 
ruošdamasis skinti obuolius: jei sode tik viena obelis su keliais obuoliais, 
dirbti kopėčias obuoliams skinti neapsimoka. Bet kai obelų šakos lūžta 
nuo obuolių, palikti juos vėjui nupurtyti nedera, negaila ir triūso su kopė- 
čiomis. 

Panašiai samprotavo ir autorius, rašydamas knygutę. Vektoriai ir mat- 
ricos — tai didžiulis sodas, kurio vaisiai yra įvairiausi jų pritaikymai 
matematikoje, fizikoje ir kituose moksluose. Norint juos nuskinti, reikia 
turėti kopėčias, kurias sudaro vektorių ir matricų veiksmų savybės ir ry- 
šiai, siejantys tas sąvokas su tiesinių lygčių sistemomis, geometrinėmis 
figūromis ir kitais matematikos objektais.  . 

Šios knygutės tikslas — supažindinti skaitytoją su vektorių i ir matricų 
svarbiausiomis savybėmis, padėti jam žengti pirmąjį žingsnį į nuostabią 
Vektorių ir Matricų šalį. Tikiuosi, tas Žingsnis nebus paskutinis. Tebus ši 
knygutė skaitytojo pagalbininkas, sprendžiant ir kitus, čia nepaminėtus 
klausimus. 

A. Matuliauskas 

Vilnius, 1979 


$ 1. Vektorial 


Sustabdes mokiniu bürelj, turistas klausia kelio 1 muzieju. Vaikai 
ima aiškinti įvairiais būdais, o daugelis tiesiog ištiesia ranką ir pasako, 
koks iki jo atstumas. Tiesa, tai nelabai estetiška, bet tikrai aišku. Taip nuro- 
dydami kelią, objekto padėtį nusakome atstumu tam tikra kryptimi, 
t.y. dydžiu, turinčių ne tik skaitinę reikšmę, bet ir kryptį. Tokie dydžiai 
vadinami vektoriais. 

Iš tokio apibūdinimo nereikia daryti išvados, kad vektorius — tai tik 
kelio rodyklė, padedanti orientuotis vietovėje. Vektorius, kaip matema- 
tikos sąvoka, turi daug įdomių savybių ir padeda spręsti daugybę uždavi- 
nių nuo paprasčiausių praktikos iki sudėtingiausių mokslinių. 

Kiekvienas vektorius išreiškia tam tikrą tiesiaeigį judėjimą. Toks ju- 
dėjimas būtų ir turisto kelionė į muziejų, jeigu jis galėtų eiti tiesiai rodoma 
kryptimi. Tiesiaeigį judėjimą išreiškia ir vektorius, vaizduojantis obuolio 
kritimą nuo šakos arba taško poslinkį iš vieno atkarpos galo į kitą. 

Vektorių, nusakantį poslinkį atkarpa OA iš taško O į tašką A, žymė- 

— 


sime ОА ir vaizduosime nurodytos krypties atkarpa (1 pav.) Tašką О 
— 
vadinsime vektoriaus OA pradžia, o tašką А — jo galu. 


eA 


0 
| pav. 2 pav. 3 pav. 


Spausdiniuose vektoriai dažniausiai žymimi pusjuodžio šrifto loty- 
niškomis mažosiomis raidėmis а, b, c, ...; brėžiniuose tos raidės rašomos 
šalia vektorių. 

Vektorių vaizduojančios atkarpos ilgis vadinamas to vektoriaus ilgiu 


—> 
(arba moduliu) ir žymimas dviem vertikaliais brūkšneliais. Taigi | OA | 
—- 
yra vektoriaus OA ilgis, | а] — vektoriaus а ilgis ir t.t. 
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> 
Vektoriaus ОА pradžia ir galas nurodo tiesę ОА, kurioje yra vekto- 
— 


rius OA. Vektorius, esančius lygiagręčiose tiesése, vadinsime kolineariais. 
Vektorių kolinearumą žymėsime tiesių lygiagretumo simboliu ||. Iš trijų 
2 paveiksle pavaizduotų vektorių kolinearūs tik du: a || b. Kitas dvi vek- 
torių poras sudaro nekolinearūs vektoriai: a V c ir b f c. 


Vektoriaus 0A pradžia O dalija tiesę OA į du spindulius. Vektoriaus 


— 
ОА Krypties spinduliu vadinamas tas spindulys, kuriam priklauso taškas A. 
Ši sąvoka labai svarbi, пез ja remdamiesi, galime palyginti kolineariu vek- 
torių kryptis. 

Du vektoriai, esantys vienoje tiesėje, vadinami vienakrypčiais, jeigu 
bent vieno iš jų krypties spindulys priklauso kito vektoriaus krypties spin- 
duliui. Skirtingose tiesėse esantys du kolinearūs vektoriai laikomi viena- 
krypčiais, jeigu jų krypčių spinduliai yra pusplokštumėje, kurią riboja 
tiesė, nubrėžta per tų spindulių pradžias. Nevienakrypčiai kolinearūs 
vektoriai vadinami priešingos krypties vektoriais. 3 paveiksle pavaizduoti 
vektoriai а ir b yra vienakrypčiai, o a ir e, taip pat bir с — priešingų krypčių. 

— 


Jau minéjome, kad vektorius OA reiškia taško О poslinki atkarpa ОА 


į tašką A. Vienakryptis ir vienodo ilgio su DA vektorius 0,4, rodo ana- 
logišką taško O, poslinkį atkarpa О,А, (4 рау.). Tais poslinkiais taškai 
O ir O, perkeliami tuo pačiu atstumu ir ta pačia kryptimi. Todėl vienakryp- 
čių to paties ilgio vektorių visuma apibrėžia visų erdvės taškų poslinkį 
tuo pačiu atstumu ir ta pačia kryptimi. Toks taškų poslinkis trumpai va- 
dinamas lygiagreciu postūmiu. Vidurinės mokyklos matematikos kurse 
lygiagretus postūmis sutapatintas su jį apibrėžiančiu vektoriumi. 


А 
8 
A AA 
/ y | | b | | | 
0 Ü 0 
4 pav. : 5 pav. 6 pav. 


Vienakrypčiai vienodo ilgio vektoriai apibrėžia ta patį lygiagretu po- 
stūmį. Todėl natūralų tokius vektorius laikyti /ygiais. Taigi lygūs yra tiktai 
vienakrypčiai vienodo ilgio vektoriai. 

Vektorių lygybei žymėti vartojamas skaičių lygybės ženklas. 5 paveiks- 
Je pavaizduoti vektoriai a, b, с, d ir e; tarp jų yra lygūs tik du vektoriai: 
а= е, 
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— 
Jeigu taškas О postümiu OA perkeliamas į tašką A, po to taškas А 
—- 


postūmiu AB perkeliamas į tašką B, tai po postūmių taškas. O patenka į 
tašką B. 6 paveiksle matyti, kad tašką O galima perkelti į tašką B ir vienu 
— — — — 


postümiu OB, pakeičiančiu postümius ОА ir АВ. Todėl postūmį OB va- 
— — 
dinsime postümiu OA ir AB suma ir rašysime: 
> > — 
ОВ= ОА + AB. 
За lygybe užrašyta vektorių sudėties taisyklė, trumpai vadinama 
- —> — — 
„trikampio taisykle“. Pažymėję ОА=а, AB=b, OB=c, vektorių suma 
nusakysime šitaip. 

Vektorių a ir b suma vadinamas vektorius с, jungiantis vektoriaus a 
pradžią su nubrėžto iš jo galo vektoriaus b galu. 

Vektorių sudėtis iš esmės skiriasi nuo skaičių sudėties, nors vektorių 
sudėtį Zymime tuo pačių ženklu, kaip ir skaičių sudėtį. Vadinasi, ženklas 
+ sumoje a b reiškia ne tą patį, ką ir lygybėje 3+4=7. 

Išsiaiškinsime, ar vektorių suma priklauso nuo dėmenų tvarkos. Tuo 
tikslu parinksime du bet kokius iš taško O nubrėžtus vektorius a ir b, 
kurių galus žymėsime atitinkamai raidėmis A ir B. Remiantis vektorių 
lygybės apibrėžimu, vektorių b galima pakeisti vienakrypčiu to paties il- 
gio vektoriumi, nubrėžtu iš taško А. Jei to vektoriaus galas yra taškas C, 


— 

tai vektorius BC bus vienakryptis su vektoriumi a (7 pav.). Kadangi ly- 
— 

giagretainio priešingos kraštinės kongruenčios, tai | BC |= |а |. Vadinasi, 


BC=a; tuomet iš trikampio OBC 


=> —+ — 


OC=OB+BC=b+a. 


g 
Kita vertus, trikampio OAC kraštinė АС=Ъ. Todėl pagal „trikampio 
taisyklę" 
— — — 


OC — ОА + AC =a +}. 
— 
Sulyginę abiejų OC išraiškų dešiniąsias puses, gauname 
a+b=b+a. 


Šia lygybe užrašyta vektorių savybė, vadinama sudėties komutatyvumu. 


7 paveiksle pavaizduota suma a+b yra lygiagretainio OACB, kurį 
sudaro vektoriai a ir b, įstrižainė OC. Vektorių sumos vaizdavimas lygia- 
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gretainio įstrižaine vadinamas sudėtimi pagal „lygiagretainio taisykle'*. 
Ši taisyklė netinka kolinearių vektorių sudėčiai, nes iš jų negalima sudaryti 
lygiagretainio. 


Sudedant vektorius, tenka skaičiuoti ir dviejų vienodo ilgio, bet prie- 


=> — 

šingų krypčių vektorių sumą OA + OB (8 pav.). Pagal „trikampio taisyklę“ 
ši suma turėtų būti vektorius, kurio pradžia sutampa su galu, t.y. taškas. 
Kadangi taškas krypties neturi, tai kyla klausimas, ar jį galima (MEG 
vektoriumi. 


7 pav. 8 pav. 


Nagrinédami lygiagrečius postümius, įsitikinome, kad vektorius rodo, 
kokiu atstumu ir kokia kryptimi paslenka visi taškai. Pirmąjį iš tų požy- 
mių turi ir postūmis, paliekantis taškus savo vietose. Nebūtina tokio po- 
stūmio krypties nurodyti, nes taškų padėtis nepasikeičia. Vadinasi, lygia- 
gretų postūmį, kai visi taškai lieka savo vietose, galima laikyti ,,bekryp- 


— —- 

čiu“ vektoriumi ir žymėti simboliu OO. Vektorius ОО yra labai svarbus — 
be jo negalėtume sudėti vienodo ilgio priešingų krypčių vektorių, o tai 
būtų matematikoje nepageidautina. 


Koki vaidmeni atlieka vektorius 00, sudedant еони Ргіаёје 
prie 00 vektorių Ол, pagal „trikampio taisyklę“ gauname 04: 


> => > 


00+0A=04; 


— 
čia ОА — bet koks vektorius, nubrėžtas iš taško О. Ta lygybė primena 
gerai žinomą algebros formulę 


О+а=а, 
| = 
kurioje а — bet kuris realusis skaičius. Taigi ОО yra vektorių sudėties 
— 
„nulis“. Todėl natūralu vektorių OO vadinti nuliniu ir žymėti simbolių 0. 
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—> 
Kadangi postūmis 44 taip pat palieka visus taškus savo vietose, tai ir jį 
turime laikyti nuliniu. Vadinasi, jeigu A — bet kuris erdvės taškas, tai 


— 
0= AA. 


— — 
Nulinis vektorius AA yra kolinearus kiekvienam vektoriui АВ, nes рег 
nulinio vektoriaus pradžią visada galima nubrėžti tiesę, lygiagrečią (AB). 


Pratimai 


1. Per skritulio vidaus tašką P nubrėžtos dvi tarpusavyje statmenos stygos АВ ir 


— -> 
CD. Raskite jėgų, vaizduojamų vektoriais PM ir PN (M ir № — atitinkamai stygų АВ 
ir CD vidurio taškai), atstojamaja. 
— 

Ats. РО; čia O — skritulio centras. 

2. Įrodykite, kad lygiagretainio ABC D priešingų viršūnių poros A, Си B, D ten- 
kina lygybę: 

— 


— — — 
OA+OC=OB+OD, 


kai O — bet koks plokštumos, einančios per tą lygiagretainį, taškas. 


$ 2. Trijų vektorių suma 


Kaip apskaičiuojama trijų vektorių suma? Atsakymas labai papras- 
tas: prie bet kurių dviejų gretimų jos dėmenų sumos pridedamas trečia- 
sis dėmuo. Tačiau taip skaičiuodami, nenurodome, kuriuos du iš trijų 
duotųjų vektorių turime sudėti pirmiausia. Neaišku, ar trijų vektorių 
a, b ir c suma reikia laikyti vektorių a+(b+e) ar vektorių (a+b)+c. 
Aritmetikoje šis klausimas neaktualus, nes skaičių sudėtis asociatyvi, t.y. 


(a+b)+c=a+ (b+c), 


kad ir kokie būtų realieji skaičiai а, b, с. Ne visi skaičių veiksmai yra aso- 
ciatyvūs. Neasociatyvi jums gerai žinoma skaičių atimtis, nes, pavyzdžiui 


(8—3)—2=0, o 5-(3—2)=4. 


(a+b)+c=a-(b+c) 
9 pav. 


Taigi verta pasidomėti vektorių sudėties asociatyvumu. Sakykime, 
a, b, c — trys bet kokie vektoriai. Remdamiesi vektorių lygybės apibrėži- 
mu, galime vektoriaus b pradžią sutapdinti su vektoriaus a galu, с vekto- 
riaus c pradžią — su vektoriaus b galu (9 pav.). Radę pagal trikampio tai- 
syklę sumas a--(b--c) ir (a+b)-+c, įsitikintume, kad jas abi vaizduoja 
tas pats vektorius, jungiantis vektoriaus a pradžią su vektoriaus c galu. 
Vadinasi, 


(a+b)+c=a+(b+<). 


Ši lygybė rodo, kad suma a--b--c yra apibrėžta, nors veiksmų tvarka іг 
nenurodyta. Nuo veiksmų tvarkos nepriklauso ir didesnio vektorių skai- 
čiaus suma. 


Pratimai 
1. Taškai С, L ir V dalija apskritimą, kurio centras yra taškas O, į tris Я 1210 
lankus. Kokia j Jėga ve veikia taške ó esantį vežimą, j jei g gulbė jį kelia į viršų jėga ОС, lydeka 


tempia j upe jëga OL, о vėžys traukia atgal jėga ор V? 
Ats. 0. 
2. asa D, E ir F yra trikampio ABC kraštinių BC, AC ir AB viduriai. Apskai- 


čiuokite jėgų AD, BE i ir CF atstojamaja. 
415. 0. 


$ 3. Kaip vektorius dauginame iš skaičių! 
Mūsų nueitas kelias susideda iš žingsnių. Jei kiekvienas žingsnis lygus 
a (cm), tai, nužengę 100 žingsnių, nueiname kelią 
а+а+... +а= 100а (ст). 
wam. 
100 démenu 


Tokių pat būdu sudaroma vektoriaus ir skaičiaus sandauga. Būtent, 
natūrinio skaičiaus л ir vektoriaus a sandauga susitarta vadinti sumą, 
sudarytą iš п dėmenų, lygių vektoriui a 

па=а+а+... +a. (1) 


n dėmenų 


Teigiamos trupmenos ir vektoriaus sandaugą apibrėšime, remdamiesi 
(1) formule. Vektorius b vadinamas frupmenos mjn (m ir n — natūriniai 
skaičiai) ir vektoriaus a sandauga: 


b= (mjn) a, (2) 
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kai 
nb=ma. 
Vektorius (1/n)a vadinamas vektoriaus a л-а]а dalimi. 
Ką reiškia padauginti vektorių iš —1? Vėl paieškoję analogijos algeb- 
roje, prisimename formulę: 


(—l)a+a=0. 
Panašią lygybę turėtų tenkinti ir vektorius a: 
(—l)a+a=0. 


Vadinasi, vektorius (— l)a gaunamas iš vektoriaus a, pakeitus jo krypti 
priešinga. Todėl (—1)а vadinamas vektoriui a priešingu vektoriumi ir žy- 
mimas —a. Taigi 

(—1)a2 —a. (3) 


Na, o kam lygi sandauga (—1)(—а)? 

Atsakymą suprasime iš šitokio pavyzdžio. 

Mokinys, gerokai pavėlavęs į pamoką, teisinasi: 

— Šiandieną taip slidu, kad, žengęs žingsnį pirmyn, du nučiuoži atgal. 

— Meluoji! — pertraukia mokytojas. — Šitaip niekada nebūtum pa- 
siekęs mokyklos! 

— Aš tą supratau, — toliau teisinasi mokinys. — Todėl apsisukau ir 
atėjau atbulas. 

Šiame pokšte yra dalis tiesos: kelionės atbulomis kryptį pakeitę prie- 
šinga, jau eisime pirmyn. Taigi galima laikyti 


(-1) (-а)=а. (4) 


Vektoriaus a ir neigiamos trupmenos —m/n sandauga vadinamas vek- 
torius, lygus vektoriui a priešingo vektoriaus —a ir teigiamos trupmenos 
mjin sandaugai, t.y. 


(-m/n)a= (т/п) (—а). (5) 


Kadangi algebroje nulio ir bet kokio skaičiaus sandauga lygi 0, tai 0 
ir vektoriaus a sandaugą natūralu laikyti nuliniu vektoriumi: 


Оа=0. (6) 


Iš (1) — (6) formulių išplaukia vektoriaus a daugybos iš racionaliojo 
skaičiaus c taisyklė: sandauga ca yra c kartų ,,pailgintas" vektorius a, 
kai c>0, ir | c | kartų „pailgintas“ vektorius —a, kai с<0. 

Suprantama, dauginant vektorių iš skaičiaus c, kai | c |« 1, tą vektorių 
tenka „trumpinti“. Pavyzdžiui, vektorius (— 1/3) a yra tris kartus trumpes- 
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nis už vektorių a. Pabrėšime, jog pateiktasis skaičiaus с и vektoriaus а 
sandaugos apibrėžimas tinka ir tuo atveju, kai с — realusis skaičius. 
Paminėsime kelias vektorių daugybos iš skaičiaus savybes. 
Jeigu a ir b yra vektoriai, o c ir d — realieji skaičiai, tai 
1) c (da) =(cd)a (asociatyvumas), 
2) ((+d)a=ca+da (daugybos distributyvumas skaičių sudėties atžvil- 


iu), 

3) c (a+ 5) = ca + cb (daugybos distributyvumas vektorių sudėties atžvilgiu). 

Pirmosios dvi lygybės akivaizdžios, kai bent vienas iš skaičių с, d ly- 
gus 0 arba a yra nulinis vektorius, todėl, jas jrodinédami, laikysime a #0, 
cz 0, 4+0. 

Palyginkime (cd)a іг c (da) ilgius: | с (аа) |=|c||da |=|c||4d||a |= 
=|ed||a|=|(c<d)a |. Kadangi tie vektoriai yra ir vienakrypčiai, tai 
с (da) - (cd) a. Pirmoji lygybė įrodyta. 

Iš „trikampio taisyklės“ išplaukia, kad kolinearių nenulinių vektorių 
suma a+b yra vienakrypté su jos ilgesniuoju démeniu. Ве to, |a+b | 
lygus ilgesniojo ir trumpesniojo dėmens ilgių sumai, kai dėmenys viena- 
krypčiai, arba jų ilgių skirtumui, kai dėmenys priešingų krypčių. Vadi- 
nasi, kai |c|>|d|, teisingos lygybės: | (с+4)а |=|с+4 | | a|=(|c |+ 
+cd||cd||d)|a|=|c||a |+cd/|cd||d||a|=|ca | + са са || da | = 
= | ca +da |. Vektorius (c+ d) a, kai cz: —d, yra vienakryptis su ca, o pas- 
tarasis — vienakryptis su са + аа, todėl (c+ d) а = са + da. 


10 pav. 


Trečioji lygybė išplaukia iš figūrų homotetijos. Jei vektoriai a ir b 
nekolinearüs, tai a+b yra lygiagretainio, kurį sudaro iš taško O nubrėžti 
vektoriai a, b, įstrižainė. Padauginę vektorius a, b ir a+b iš c, gausime ho- 
motetišką figūrą, t.y. lygiagretainį (10 pav.). Vektorius с (а+Ъ), kaip to 
lygiagretainio įstrižainė, lygus lygiagretainio kraštinių ca ir cb sumai. 
Taigi c (a+ b) = ca-+ cb. 
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Kai vektoriai a ir b kolinearüs, ta lygybė įrodoma taip pat, kaip ir ant- 
roji. 

Vektorius с vadinamas vektorių a ir b skirtumu ir rašoma с=а—Ь, 
jeigu turinys a yra lygus atėminio b ir skirtumo © sumai, t.y. a=b+c 


(11 pav.). 


11 pav. 


Nesunku įsitikinti, jog c=a+(—b). Vektorius a+(—b) tikrai tenkina 
lygybę: | 
b+fa+(-b)]=b+[(-b)+a]=[b+(-b)) +а=0 +а=а, 


kuri ir įrodo tą teiginį. 


Pratimai 


— — 
1. Duotas trikampis АВС: ВС=а, CA=b, D — kraštinės AB vidurio taškas. Ras- 


— Ч 
kite vektorių CD. 
Ats. (b—2)/2. 
2. Koks vektorius vaizduoja trikampio АВС pusiaukampine, nubrėžtą iš taško С, 
jei CB=a, о ČA=b? 
Ats. (| b|a+]la|b)/(ia|+|b |). 


$ 4. Ką pasiūlė matematikai ? 


Braižyti vektorius, kad po to juos galėtume sudėti ar padauginti iš skai- 
čiaus — užsiėmimas ne iš įdomiausių. Būtų žymiai paprasčiau, jei vekto- 
rių veiksmams nereikėtų brėžinių. Todėl matematikai pasiūlė susieti 
vektorius su skaičiais. 

Tas pasiūlymas išplaukė iš šitokių teiginių. 

Jei vektoriai a ir b kolinearūs, tai bent vienas iš jų yra kito vektoriaus 
ir tam tikro skaičiaus sandauga. 

Teiginys akivaizdžiai teisingas, kai a=0, nes tada а=0Ь. Todėl reikia 
išnagrinėti atvejį, kai a ir b — nenuliniai vektoriai. Sudarykime vektorių 
ca, laikydami -=|b|/ а |, kai vektoriai a ir b yra vienakrypčiai, arba 
—|b|/|a], kai tie vektoriai priešingų krypčių. Kadangi b kolinearus а, 
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tai jis kolinearus ir са. Iš skaičiaus с išraiškos aišku, kad vektoriai b ir ca 
vienakrypčiai. Kadangi | са |=|c||a|=((b|/ a!) a|=|b|, tai 


b=cą. (1) 


Dabar jrodysime, kad kiekvieną plokštumos vektorių c galima išreikšti 
dviejų tos plokštumos vektorių, padaugintų iš tam tikrų realiųjų skaičių, 
suma. 


12 pav. 


Tuo tikslu per а c= - OP pradžią O nubrėžkime bet kokius du 


nekolinearius vektorius ОА ir OB (12 pav.). Tarkime, kad jiems lygiagre- 
čios tiesės, einančios per tašką P, kerta (ОА) ir (OB) atitinkamai taškuose 
P, ir Po. Tuomet 


=> — 
c= ОР, + OP,. (2) 


— — — 
Kadangi vektorius OP, yra kolinearus OA, o vektorius OP, kolinea- 
— 


rus OB, tai, remdamiesi (1) formule, galime rasti realiuosius skaicius c, 
ir c», tenkinančius lygybes: 


> — 


ОР, = =c ОА, ОР, = с OB. 
Traše tas reikšmes į (2) lygybę, užbaigsime įrodymą: 


—> — 
с=с, OÁ + c, OB. 


-> > 
Jei trumpumo dėlei pažymėsime OA —e,, ОВ =е,, tai vietoj gautos iš- 
raiškos turėsime šitokią: 
c = c, e, + c; ез. (3) 
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Reiškinys с,е, -с,е, vadinamas vektorių e, ir e, tiesine kombinacija. 
(3) lygybė rodo, jog bet kuris plokštumos vektorius yra vektorių e, ir e; 
tiesinė kombinacija. 

Vektoriaus c (3) išraiškos koeficientai c, ir c, nusakomi vienareikšmiš- 
kai. Iš tiesų, jei | 

c = c[ €, + се (4) 
būtų kita vektoriaus с išraiška, tai, palyginę (3) ir (4) lygybių dešiniąsias 
puses, gautume: 

се + сле = C] e; + c5 e;, 
arba 

(c1 — с) в = (c> — cs) ез. (5) 
Vektoriai e, ir e, nekolinearūs, todėl (5) lygybė teisinga tik tada, kai abi 
jos pusės — nuliniai vektoriai, t.y. 

Сус =0, с – Сз = 0, 
arba 

C=C], Сә= C5. 

Vektorių €, е, sistema yra vadinama plokštumos vektorių baze ir trum- 
pai žymima simboliu <e>. 

Iš (2) formulės aišku, kad vektorių c vienareikšmiškai apibūdina re- 


aliųjų skaičių pora c, cg. Tuos skaičius vadiname vektoriaus с koordina- 
tėmis bazėje <e% ir rašome: 
[c] = (c1; с»). 

Įrodėme, kad vektoriaus koordinatės bazėje <e) apskaičiuojamos vie- 
nareikšmiškai. Vadinasi, du plokštumos vektoriai yra lygūs tada ir tik tada, 
kai lygios jų atitinkamos koordinatės bazėje «еу. 

Kaip apskaičiuoti dviejų vektorių sumos koordinates? Sakykime, 


9= де: + doe. 


yra kitas plokštumos vektorius. Remdamiesi distributyvumo savybe, ga- 
lime užrašyti 
c+d=(c, + di) е, + (c> + dy) €z. 
Iš čia išplaukia taisyklė: sumos vektoriaus koordinatės gaunamos sudėjus 
dedamujų vektorių atitinkamas koordinates. Tą teiginį galima trumpai iš- 
reikšti šitaip: 
(c +d] = [<] + [d]. (6) 
Vektoriaus с ir skaičiaus К sandaugos ke koordinates apskaičiuoja- 
me, (2) lygybės abi puses padauginę iš K: 


к.с = (К. cr) е + (К. сә) - @ə. 
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Vadinasi, dauginant vektorių iš skaičiaus, jo koordinatės padauginamos 
iš to paties skaičiaus, arba glausčiau: 


[k.c] =k - [c]. (7) 


Remdamiesi (6) ir (7) formulėmis, vektorių veiksmus galime pakeisti 
skaičių veiksmais. Taigi dvikova ,„braižyba—algebra““ baigėsi algebros 
pergale. 


Pratimai 


1. Apskaičiuokite vektoriaus —2a--3b koordinates , kai [a] — (3; V 2), o [b]= 

Ats. (—3; ТУ 2). : 

2. Vektoriai a ir b tenkina lygybes: a+b=e, ir a—b=e,. Raskite vektorių а ir b 
koordinates bazéje <e>. 

Ats. [a]=(1/2; 1/2), [b]=(1/2; — 1/2). 

3. Vektorius с= 2е,-- Зе, yra vektorių a=3e —2e, ir b—4e, tiesinė kombinacija: 
c=c,2+c,b. Apskaičiuokite koeficientus c, ir сз. 

Ats. c,—2[3; e,=13/12. 


$ 5. Lygčių sistemos sprendinių skaičius 


Per algebros pamokas išsprendėme ne vieną dviejų tiesinių lygčių su 
dviem kintamaisiais sistemą 


a, x+ b, y =c; (1 

| as X + b, y = cs, ) 

kurios koeficientai a}, as, b,, b, ir laisvieji nariai c,, с, yra realieji skaičiai. 

Priminsime, kad sistemos sprendiniu yra vadinamos tokios kintamųjų 

x ir y reikšmės, kurias įrašę į (1) sistemos lygtis, gauname teisingas skaičių 

lygybes. Turbūt žinote, kad kai kurios sistemos turi tik vieną sprendinį. 
Pavyzdžiui, tokia yra sistema 


| 2х—Зу=[, 
Зх+2у=8, 
пез ją tenkina vienintelis sprendinys х=2, у=1. Iš tiesų, panariui atėmę 
iš trigubos pirmosios lygties dvigubą antrąją, gausime sistemos lygčių 
išvadą 

— 13y= — 13, 
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kurią tenkina tik y=1. Та reikšmę įrašę į pirmąją sistemos lygtį, gausime 
lygtį su vienu kintamuoju 
2x = 4. 


Ją išsprendę, gauname x=2. Taigi nagrinėjama lygčių sistema turi vie- 
nintelį sprendinį x=2, у= 1. 
O štai sistema 
2х- Зу = |, 
I 4x—06y=3 


sprendinių neturi. Iš tikrųjų, padaliję antrosios lygties abi puses iš 2, gau- 
name lygtį, kuri skiriasi nuo pirmosios tik laisvuoju nariu. Taigi kiekviena 
skaičių pora, tenkinanti pirmąją lygtį, netenkins antrosios. Yra ir lygčių 
sistemų, turinčių be galo daug sprendinių. 

Kodėl viena sistema turi vieną sprendinį, kita — be galo daug spren- 
dinių, o trečia — iš viso jų neturi? Atsakyti į šį klausimą gali kiekvienas, 
kas yra nors truputį susipažinęs su vektoriais. Pakanka plokštumoje nu- 
brėžti du arba tris vektorius, kad paaiškėtų, kiek sprendinių turi nagrinė- 
jama sistema. | 

Sakykime, vektorių a, b ir c koordinatės bazėje <e) yra: [a] =(а,; a2), 
[b] = (b; ba) ir [c] 2 (c; ca). Jei х=хь, у=у, yra (1) sistemos sprendinys, 
tai vektoriaus хоа + yb koordinatės [х,а + yob] 2 (axo +В у; a,x|o+ boy.) 
lygios vektoriaus с koordinatéms [c] = (с, ; с) ir todėl 


[Хоа + yo b] = [c]. (2) 
Kadangi vektoriai su vienodomis koordinatémis yra lygüs, tai 
с= х,а + Jo b, (3) 


t.y. vektorius c yra vektorių a ir b tiesinė kombinacija, 

Atvirkščiai, iš vektoriaus c (3) išraiškos išplaukia (2) lygybė, rodanti, 
kad х=х., у=у, уга (l) sistemos sprendinys. Vadinasi, (1) sistema yra 
ekvivalenti vienai vektorinei lygčiai 


xa+yb=c, (4) 


kuri turi sprendinį tik tada, kai vektorius € yra vektorių a ir b tiesinė kombi- 
nacija. 

1°. Jei vektoriai a ir b nekolinearūs, tai jie sudaro bazę. Todėl kiekvie- 
nas plokštumos vektorius с yra vektorių a ir b tiesinė kombinacija. Tuomet 
(4) lygtis turi sprendinį x 2x,, у=уо. Iš vektoriaus e išraiškos bazės vekto- 
riais a ir b vienaties išplaukia tiesinės kombinacijos koeficientų хо ir y, 
vienatis. Vadinasi, (1) sistema turės vienintelį sprendinį, kad ir kokie būtų 
jos laisvieji nariai. 
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2°. Jei vektoriai a ir В yra kolinearüs, о vektorius c jiems nekolinearus, 
tai (4) lygtis sprendinių neturi, nes kolinearių vektorių a ir b tiesinė kombi- 
nacija yra arba nekolineari vektoriui с, arba lygi nuliniam vektoriui. Pasta- 
ruoju atveju nulinis turėtų būti ir vektorius c, bet tai prieštarauja prielai- 
dai c а. Vadinasi, (1) sistema sprendinių taip pat neturi. 

3°, Jei visi trys vektoriai a, b ir с yra kolinearūs, tai (4) lygtis arba neturi 
sprendinių, arba jų turi be galo daug. Kad tuo įsitikintume, panagrinėkime 
du galimus (4) lygties atvejus. Jei bent vienas iš vektorių a, b (pavyzdžiui a) 
yra nenulinis, tai, suteikę kintamajam y bet kokią realią reikšmę yo, (4) 
lygtį galėsime užrašyti šitaip: 

ха=е— yb. 


Vektorius c — уор, būdamas kolinearus nenuliniam vektoriui a, yra vekto- 
riaus a ir tam tikro realiojo skaičiaus х, sandauga: 


x9a—c— y, b. 


Iš čia aišku, kad skaičių pora xs, yg yra (4) lygties, taigi ir (1) sistemos 
sprendinys. Kadangi reikšmių y, galima parinkti kiek norima daug, tai 
(1) sistema turi be galo daug sprendinių. 

Lieka ištirti atvejį, kai (4) lygties koeficientai a ir b — nuliniai vekto- 
riai. Šiuo atveju (4) lygties kairioji pusė yra nulinis vektorius, todėl lygtis, 
kartu ir (1) sistema, sprendinių neturės, kai c — nenulinis vektorius. Jei 
visi trys vektoriai a, b ir с yra nuliniai, tai (4) lygtį tenkina bet kuri realiųjų 
skaičių pora ху, у,, o tai reiškia, jog (1) sistema turi be galo daug sprendinių. 


$ 6. Figūrų „aritmetika“ 


Žodį ,,sudėtis" suprantame kiekvienas. Mokame sudėti ne tik skai- 
čius, bet ir algebrinius reiškinius, vektorius, jėgas ir kitokius fizikinius 
dydžius. Sios knygutės 1 ir 4 paragrafuose įsitikinome, kad galima sudėti 
postūmius bei vektoriaus koordinačių eilutes. 

Tačiau kam lygi dviejų apskritimų arba dviejų trikampių suma, ne kiek- 
vienas iš jūsų galėtų pasakyti, nes šie klausimai susiję su figūrų ,,aritmeti- 
Ка”, kuri vidurinėje mokykloje nenagrinėjama. 

iame paragrafe susipaZinsime su figūrų „aritmetikos“ sąvokomis 
ir kai kuriais teiginiais. 

Sakykime, O yra fiksuotas, o A ir B — bet kokie du plokštumos taš- 
kai. Tos plokštumos taškas C yra vadinamas taškų A ir B suma ir rašoma 


С=А-В, 
kai 


> > > 
OC — ОА + OB. 


2. Vektoriai ir matricos 17 


— — 
Kitaip sakant, C yra vektoriu OA ir OB sudaryto lygiagretainio OACB 
ketvirtoji viršūnė (13 pav.). 
Plokštumos taško A ir realiojo skaičiaus c sandauga (ją žymėsime sim- 
boliu cA) laikomas tos plokštumos taškas D, tenkinantis lygybę: 
— 


— 
OD — cOA. 
14 paveiksle pavaizduota sandauga D = (5/2) А. 


13 pav. 14 pav. 


Figūrų sudėtį apibréZiame, remdamiesi taškų sudėtimi. 

Imkime dvi bet kokias plokštumos figūras F; ir F,. Jei O yra fiksuotas 
plokštumos taškas, tai visos galimos sumos A, + 4,, kai A, ir A, „prabėga“ 
atitinkamai visus figūrų F; ir F, taškus, užpildo tam tikrą figūrą F (15 pav.), 
kurią mes vadinsime figūrų F, іг F, suma ir rašysime. 

F = F. yt F,. 


Pavyzdžiui, dviejų nelygiagreciu atkarpų АВ ir CD suma yra lygiagre- 
tainis. Iš tikrųjų atkarpos AB bet kurio taško X ir atkarpos CD bet kurio 
taško Y suma Z tenkina lygybę: 


— > — 
OX +0Y=0Z, 
| — 
todėl taškas Z gaunamas iš taško У postümiu ОХ. Tas postūmis atkarpą 
CD pakeičia jai lygiagrečia to paties ilgio atkarpa C; D, (16 pav.). 
Analogiškai samprotaudami, įsitikintume, kad lygiagrečiu postūmiu 
— 
О Y atkarpa AB perkeliama į padėtį 4,B,. Vadinasi, [4B] -- [CD] уга lygia- 
gretainis, kurio viršūnės — taškai 4+С, A+ D, B+ D ir B+C. 

Lengva įrodyti, kad taškas О yra figūrų sudėties ,,nulis*: pridėję jį 
prie bet kokios figūros F, gauname figūrą F. Tačiau nubrėžti figūrai F 
„„priešingą““ figūrą X, apibrėžtą lygybe 

Е+Х=0, 
ne visuomet pavyksta. Kadangi suma F+ X lygi taškui O tik tada, kai 
Fir X yra taškai, simetriški O atžvilgiu, tai priešingas figūras turi tik plokš- 
tumos taškai. 
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7 
C M. 
p di — 
2 
k 
ыс 
А X 8 
16 рау. 


Antrasis plokštumos figūrų veiksmas yra jų daugyba iš skaičiaus. 

Realiojo skaičiaus c ir figūros G sandauga cG laikoma figūra, kurią 
nubrėžia taškai c4, kai А prabėga visus figūros G taškus. Kitaip tariant, 
cG yra homotetiška figūrai G, o homotetijos koeficientas lygus c. 


17 paveiksle pavaizduota sandauga, kai —1<с<0. 
Padauginę bet kurią plokštumos figūrą G iš 0, gausime tašką O. Va- 
dinasi, teisinga formulė 
0G= 0. 


Aritmetikoje sandauga (— 1) а yra skaičius, priešingas skaičiui a. Fi- 
gūrų ,,aritinetikoje" analogiškos taisyklės nėra, nes sandauga (—1)G 
yra priešinga figūrai G tik tuo atveju, kai G — taškas. Taigi figūrų sudėtį 
su jų daugyba iš skaičiaus sieja „dėsnis“, kurį trumpai galime nusakyti 
šitaip: dešinė nežino, ką daro kairė. 


22 19 


Remiantis tuo ,„dėsniu““, tenka aiškinti ir kita gerai žinomą aritmeti- 
kos formulę: 
F+F=2F, 


kuri figūrų ,,aritmetikoje““ ne visuomet teisinga. Pavyzdžiui, jei F yra ap“ 
skritimas, tai suma F+F yra skritulys, o sandauga 2F — apskritimas: 
kurio spindulys lygus F skersmeniui. 
Kad tuo įsitikintume, plokštumoje pažymėkime tašką O ir apskritimo 
Е centrą A. Jei X ir Y yra bet kokie du F taškai, tai pažymėję ju suma 
raide Z, turėsime lygybę: 
— — — 


0Z=OX+OY, 


жы ч 
rodančią, kad taškas Z gautas iš taško Y postümiu OX. Vadinasi, taškui 
Y judant apskritimu F, taškas Z nubrėš apskritimui F kongruentų apskriti- 
mą F,, kurio centras bus taškas X,= Á+ X (18 pav.). 


Nesunku suvokti, kad tašką X, galima gauti iš taško X postūmiu 


— — 
ХХ,= ОА. Todėl, taškui X prabégant apskritimą F, taškas X, prabėgs 
apskritimui F kongruentų apskritimą Р», kurio centras — taškas 4,—24. 
Iš čia aišku, kad apskritimo F taškų X ir Y visos galimos sumos X+ Y 
uždengs skritulį, kurio spindulys lygus F skersmeniui. 

Sandaugą 2F apskaičiuojame, remdamiesi figūros daugybos iš skai- 
čiaus apibrėžimu. Kadangi apskritimas homotetiškas tik apskritimui, 
tai 2F yra apskritimas. Jo spindulys lygus dvigubam F spinduliui, nes 
homotetijos koeficientas lygus 2 (19 pav.). 

Figūrų „aritmetika“ rodo, kad dydžiai, kuriuos sudedame ir dauginame 
iš skaičiaus, gali būti labai įvairūs. Jų „aritmetikos“ panašumą į skaičių 
aritmetiką lemia veiksmų taisyklės. Juk ir krepšį obuolių galėsime pada- 
lyti į 2 lygias dalis, tik žinodami dalybos būdą: pagal svorį, tūrį ar obuolių 
skaičių. Dalybos taisyklei šiuo atveju tenka toks pat vaidmuo, kaip ir 
atramos taškui, į kurį įrėmęs lazdą, Archimedas žadėjo pajudinti Žemę. 
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Е 


19 pav. 


Pratimai 


1. Raskite apskritimo ir jo spindulio sumą. 
Ats. Žr. 20 pav. 


2. Ar teisinga lygybė 


F+F=2F, 
kai F yra: a) tiesės atkarpa, b) lygiakraštis trikampis? 
Ats. a) taip; b) ne. 


$ 7. Plokštumos vektorių skaliarinė sandauga ' 


Skaliarinės sandaugos sąvoka atsirado fizikoje. Apskaičiavę darbą A, 
kurį atlieka jėga a, kai jos veikiamas taškas juda atkarpa iš O į B (21 pav.), 
fizikai gavo formulę: 


Аа созор (1) 


N. 
(simbolis ab čia reiškia vektorių a ir b kampą). Dydį A jie pavadino vekto- 
rių skaliarine sandauga. 
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Kodėl A buvo taip pavadintas? PaZyminys ,,skaliariné'* pabrėžia to 
dydžio skaliarinę prigimtį, nes darbas apibūdinamas skaliaru (skaičiumi). 
Na, o termino „sandauga“ kilmė paaiškėja iš dydžio А ir skaičių sandaugos 
savybių panašumo. Juo remiantis ir buvo nutarta dydį А vadinti ,,san- 
dauga““. 

Matematikai išplėtė skaliarinės sandaugos apibrėžimą: (1) formulę 
laikydami pavyzdžiu, jie pasiūlė plokštumos vektorių skaliarinę sandaugą 
apibrėžti šitaip. 

Dviejų nenulinių plokštumos vektorių skaliarinė sandauga vadinama jų 
ilgių sandauga, padauginta iš tų vektorių kampo kosinuso. Nulinio ir bet 
kurio plokštumos vektoriaus skaliarinė sandauga laikoma lygia nuliui. 


b 
2] pav. 22 pav. 


Pažymėję vektorių a ir b skaliarinę sandaugą simboliu а * b, gausime 
šitokią jos išraišką: 
N 
a.p] lal |b]cosab, kai a#0 ir b#0, (2) 
0 kitais atvejais. 


Iš tos formulės, žinodami vektorių ilgius ir jų skaliarinę sandaugą, 
galime apskaičiuoti kampą tarp nenulinių vektorių: 


_ a-b 
cos ab = Taribi* (3) 


Jei (2) išraiškos vektoriai а=Ъ 2 0, tai skaliarinė sandauga 
а-а=|а 2, (4) 


AN 
nes cos aa=cos 0=1. Vadinasi, vektoriaus a>0 skaliarinis kvadratas 
a-a>0. Kadangi 0.0=0, tai bet kurio plokštumos vektoriaus x ilgį 
galima skaičiuoti pagal šitokią formulę: 


|х| = Vx * X. (5) 
Vienetinio ilgio vektorius vadinsime normuotais. 


AN 
Jei plokštumos vektoriai а ir b yra tarpusavyje statmeni, tai ab—7/2. 
Todėl statmenų vektorių skaliarinė sandauga lygi 0. 
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Vektoriai, kurių skaliarinė sandauga lygi 0, vadinami ortogonaliais. 
Statmeni vektoriai yra ortogonalūs. Nulinis vektorius ortogonalus kiek- 
vienam plokštumos vektoriui. 

Anksčiau įrodėme, jog bet kokie du nekolinearūs plokštumos vekto- 
riai sudaro bazę. Jei tie vektoriai yra погтиой ir tarpusavyje ortogona- 
lūs, tai bazė vadinama ortonormalia. Tokia plokštumos vektorių bazė 
visuomet egzistuoja. Ją, pavyzdžiui, sudaro stačiakampės koordinačių 
sistemos хОу vektoriai i ir į, nubrėžti iš taško O į taškus (1; 0) ir (0; 1) 
(22 pav.). Šią bazę žymėsime (i; j). 

Ortonormali bazė, lyginant ją su kitokiomis, turi pranašumų, prime- 
nančių spalvotosios televizijos pranašumus prieš nespalvotąją. Visiems 
žinoma, jog žiūrėti spalvotosios televizijos laidas galima ir spalvotame, 
ir juodai baltame ekrane, tačiau spalvotas vaizdas yra raiškesnis, natūra- 
lesnis. Ortonormali bazė taip pat paryškina vektorių savybes, supapras- 
tina daugelį formulių. Vaizdus pavyzdys — plokštumos vektoriaus ilgio 
išraiška to vektoriaus koordinatėmis. 

Sakykime, ortonormalioje bazėje (i; j) vektoriaus a koordinatės yra 
a, ir а», t.y. [a]=(a,; аз) (22 pav.). Tuomet |а | lygus stačiojo trikampio 
OA,A įžambinės OA ilgiui. Remdamiesi Pitagoro teorema, gauname: 


[ОА |#=| ОА, 214, A Ë. 
Kadangi |04,!=a,, | А, А|=ах, tai 
|a= aj + aj, (6) 


|а| = Vg +. 


Neortonormalioje bazėje <e> vektoriaus а ilgio formulė jau sudétinges- 
nė. Jeigu vektorių e, ir e, kampas ф#т/2, tai iš kosinusų teoremos gau- 
name 


ir 


| a |#== at + 42+ 2а, as cos o 
(23 pav.) arba 
| а | = Иа: + z; + 2a, а, cos ç. 


Taigi formuliu skirtumas akivaizdus. 


Сапа paprastai ortonormalioje bazėje išreiškiama ir dviejų nenulinių 
plokštumos vektorių skaliarinė sandauga. 

Jei nenulinių plokštumos vektorių a ir b koordinatės ortonormalioje 
bazėje (i; į) yra 

[а] = (a,; а»), [b] - (5,; b2), tai vektoriaus а +b koordinatės bus šitokios: 
[a +b]=(2,+b,; а, +23). 

Remdamiesi (6) formule, gauname 


Іа+0 2 = (2, +b)! + (az + 2) =a} +a} +b? +b3+2 (a, bı +a, b). (7) 
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Kita vertus, | a+ b |? yra trikampio OAC kraštinės OC ilgio kvadratas 
(24 pav.), kurį pagal kosinusų teoremą galima užrašyti šitaip: 


NN 
Іа +0 [2 = |а 2+ | 012—2 |а | |Б | соѕ ОДС. 


N N AN 
Kadangi cos OAC=cos (п —ab)= — cosab, tai, išreiškę vektorių a ir b 
ilgių kvadratus pagal (6) formulę, turėsime 
N 
|a bald b +b +2 |a||b| cosab. (8) 


Iš (7) ir (8) lygybių išplaukia 
AN 
|a||b|cos ab = a; 5, + аз bo. 
SN 
Remiantis skaliarinės sandaugos apibrėžimu, |a | | b| cos ab=a * b, todé 
a. b=a Б, +а, Б, (9) 


ir yra vektorių skaliarinės sandaugos išraiška dauginamųjų vektorių ko- 
ordinatėmis ortonormalioje bazėje. 


23 pav. 24 pav. 


Plokštumos vektorių skaliarinė daugyba turi šitokias savybes. 

1°. Skaliarinė daugyba yra komutatyvi: a - b=) - a. 

Teiginys išplaukia iš skaliarinės sandaugos apibrėžimo. 

2°. Dauginant skaliarinę sandaugą iš realiojo skaičiaus с, reikia vieną 
jos dauginama ji padauginti iš to skaičiaus: c (a + b)= (ca) ° b. 

Ši savybė išplaukia tiesiog iš vektorių skaliarinės sandaugos išraiškos 
jų koordinatėmis. 
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3°. Skaliarinė daugyba yra distributyvi vektorių sudėties atžvilgiu: 
a-(b+c)=2-b+a-c. 

Kad tuo įsitikintume, panagrinėkime vektorių a, b ir c išraiškas orto- 
normalioje bazėje (i; į). Jei [a]=(a,; as), [b]=(6;; bə), [с]=(с,; Cə), tai 
[b+-c]=(6,+<,; b,+c,). Todėl, remdamiesi (9) formule, gausime: 


a.(b+c)=a, (Б, + с,) + a, (b; + су). (10) 


Kita vertus, pagal tą pačią (9) formulę galima išreikšti ir sandaugas 
a-b bei aą-c:a-b=a3,6,4+a5b,, a*c=a,ci+a, co, Panariui sudėkime 
pastarųjų išraiškų kairiąsias ir dešiniąsias puses: 


a-b+a-c=a, (b, + су) + as (b, + со). (11) 


Dabar vektorių skaliarinės daugybos distributyvumu įsitikinsime, paly- 
ginę (10) ir (11) lygybių kairiąsias puses. 

Baigdami šį paragrafą, pateiksime vektorių skaliarinės sandaugos 
išraišką bet kokioje plokštumos vektorių bazėje <e). 

Jei x ir y yra du bet kokie plokštumos vektoriai, kurių koordinatės 
minėtoje bazėje yra [x] = (x1; Ха), [У] = (л; уз), tai х=же, + хе», о у= уе, + 
+ узе. Todėl jų skaliarinę sandaugą, remdamiesi skaliarinės daugybos 
2° ir 3° savybėmis, galėsime užrašyti šitaip: 


X + y = (X1 e + Xg е). (уу е, + уз ea) = 
= X, 1 €1 ‘е + Xs y, ее + X4 Ja €, * 63 + х, уз @ə ° ез. 


Kadangi vektorių skaliarinė daugyba komutatyvi, о е,-е,=е{, е: е = ei, 
tai gauname šitokia skaliarinës sandaugos išraiška: 


x - y = x, J4 ei + (X у» + х ул) е ° е + X2 ya €Z. (12) 


Ta formulė tampa paprastesnė, kai bazės vektoriai e, ir e, yra tarpu- 
savyje ortogonalüs. Ortogonalių vektorių skaliarinė sandauga lygi nu- 
liui, todėl ortogonalioje bazėje vektorių x ir y skaliarinė sandauga išreiš- 
kiama šitaip: 

X - y = x; у, €f + X ув ©. (13) 


Jei bazės vektoriai būtų dar ir normuoti (| e |=1, [ез |= 1), tai (13) 
išraiška sutaptų su (9). To ir reikėjo tikėtis: (9) formulė yra vektorių ska- 
liarinės sandaugos išraiška ortonormalioje bazėje. 

Skaliarinės daugybos savybės — komutatyvumas, vektoriaus skai- 
tinio dauginamojo iškėlimas prieš skaliarinės sandaugos ženklą bei distri- 
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butyvumas vektorių sudėties atžvilgiu — primena gerai žinomas skaičių 
veiksmų savybes. Jomis vadovaujantis, galima lengvai apskaičiuoti nemažai 
reiškinių, sudarytų iš vektorių, tarp kurių parašyti sudėties, atimties ar ska- 
liarinės daugybos ženklai. Pavyzdžiui, taip yra gaunamos formulės: 


(а — b) = (a—b)-(a—b)-2a:a—2a-.b--b.b-a?—2a-b-4- b?, 
(a + b) (a — b) = a? — b*. 


Iš šių ir kitų panašių lygybių daroma labai svarbi išvada: naudodamiesi 
skaliarine daugyba, galime apskaičiuoti geometrijoje dažnai pasitaikančius 
vektorių ilgius ir kampus tarp vektorių, vadovaudamiesi vien algebros taisyk- 
lėmis. 

Tačiau tarp vektorių „aritmetikos“ ir skaičių aritmetikos yra esminis 
skirtumas. Pirma, dviejų vektorių skaliarinė sandauga yra ne vektorius, 
o skaičius. Būtent todėl negalima apibrėžti dviejų vektorių skaliarinio dal- 
mens a/b lygybe x - b=a. Vektorių „,„aritmetikoje““ neturime ir sandaugos, 
sudarytos iš daugiau kaip dviejų dauginamųjų. Todėl simbolį (a - b) · с 
galima laikyti tik vektoriaus c ir skaičiaus a * b sandauga, o ne trijų vekto- 
riu а, b, с skaliarine sandauga. O tuomet skaliarinės daugybos požiūriu 
yra beprasmė ir ši žinoma algebros formulė: 


(a + Б) = aš + За? b + 3ab2 + Б. 


Dar vieną vektorių ,,aritmetikos'* ir skaičių aritmetikos skirtumą pa- 
matysime, išnagrinėję sandaugą a - b. Jei dviejų skaičių sandauga lygi 0, 
tai bent vienas iš jų lygus 0. Tuo tarpu vektorių skaliarinė sandauga a - b 
gali būti lygi nuliui ir tada, kai jos dauginamieji — nenuliniai vektoriai, 
nes sąlygą а · b=0 tenkina du bet kokie tarpusavyje statmeni vektoriai 
a ir b. 


Pratimai 


1. Apskaičiuokite kampą tarp vektorių a=2e, +e, ir b= —3e;--2e;, kai e, ir e, — 
vienetiniai vektoriai, kurių kampas lygus 7/3. 

Ats. 2т[3. 

2. Iš tos pačios kvadrato viršūnės nubrėžtos dvi atkarpos dalija jo priešingas kraš- 
tines pusiau. Raskite kampo tarp tų atkarpų didumą. 

Ats. arccos 4/5. 

3. ABCDEF — taisyklingas šešiakampis, K — kraštinės CD, о L — kraštinės 

> > 


DE vidurio taškai. Raskite kampą tarp vektorių АК ir BL. 
Ats. ®З. 
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$ 8. Vektorius — skaičių rinkinys 


Plokštumos vektorių paprastai apibūdiname ilgiu ir kryptimi. Tačiau 
yra ir daugiau būdų vektoriui nusakyti. Vienas jų pagrįstas plokštumos 
vektoriaus išraiška bazės vektoriais. Mat nubrėžę iš plokštumos taško O 
du bet kokius nekolinearius vektorius, gausime bazę, kurioje kiekvienas 


— 

plokštumos vektorius OP yra nusakomas realiųjų skaičių pora — taško P 

koordinatėmis toje bazėje. Taigi, žinodami vektoriaus galo P koordinates, 
— 


žinosime ir vektorių OP. Tokį uždavinį ne kartą esate sprendę ir ne tik 
popieriuje. Nusipirkę bilietą į kino teatrą, pagal eilės ir kėdės numerį ran- 
date savo vietą salėje, kitaip sakant, randate tašką P. Jei raide O pažymė- 


— 
sime ekrano vidurj, tai vektorius OP bus nurodytos krypties atkarpa, 
jungianti ekrano centrą su jūsų vieta. 

Panašiai galima apibūdinti ir erdvės vektorių, tik čia reikia nurodyti 
realiųjų skaičių trejetą. | 

Plokštumos ir erdvės vektoriai turi aiškią fizikinę prasmę. Vekto- 
riaus koordinačių vaidmuo kuklesnis — jos apibūdina tik vieną tašką. 
Tačiau koordinačių eilutė turi vieną puikią savybę: ją galima „pailginti“, 
prirašius daugiau skaičių. Vadinasi, vietoj dviejų ir trijų koordinačių ei- 
lučių galima nagrinėti „ilgesnes“ eilutes. Praktikoje tokių eilučių pasitaiko 
ganą dažnai. Štai pavyzdys. 

Pasibaigus stojamiesiems egzaminams į VU Matematikos fakultetą, 
sudaromas išlaikiusiųjų sąrašas pagal surinktų balų skaičių. Tą darbą 
atlieka elektroninė skaičiavimo mašina (ESM) pagal specialią programą. 
Мапа! reikia pateikti šiuos duomenis: eilės numerį, stojančiojo pavardę 
ir vardą, keturių stojamųjų ezgaminų pažymius ir brandos atestato pažy- 
mių vidurkį. Surašius stojančiojo Jonaičio Petro duomenis į atitinkamas 
skiltis, gaunama lentelė 


46. | JONAITIS PETRAS | 4 x 5 | 5 4 | 4,4 | 


Kadangi ESM nedomina nei pavardë, nei vardas, uZtenka tik eilës nu- 
merio, tai duomenys išreiškiami 6 skaičių eile: 


46; 4; 5; 5; 4; 44. 


Operuodama tais skaičiais, ESM nustatys, kuri vieta tarp būsimųjų 
pirmakursių teks 46 numeriui, t.y. P. Jonaičiui. 

Užrašytąją skaičių eilę galime laikyti tam tikros „erdvės“ vektoriaus 
koordinatėmis. Tą erdvę ir jos vektorius tenka tik įsivaizduoti, jų nubrai- 
Zyti neįmanoma. Didesnio koordinačių skaičiaus vektoriai pasitaiko ir 
daugelyje uždavinių, todėl verta juos panagrinėti smulkiau. 
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Dažniausiai tokie vektoriai apibrėžiami šitaip. 
Bet koks и realiųjų skaičių rinkinys a4, as, ..., а, (n — natūrinis skai- 
a 


$; 


čius), pažymėtas simboliu (аи; 25; -..; а,) arba simboliu/ a, |, yra vadi- 


An 
namas n-maciu vektoriumi. Pavyzdžiui, (1; 0; —2) yra trimatis, о (1/2; 
3; 1/6; —5) — keturmatis vektorius. 

Vektorių sudarantys skaičiai vadinami jo komponentais. Taigi vekto- 
rius (1/2; —1; 3) turi tris komponentus: 1/2, — I ir 3. 

Spausdiniuose n-mačiai vektoriai trumpai žymimi pusjuodžio šrifto 
lotyniškomis mažosiomis raidėmis а, b, с, ..., t.y. taip pat, kaip ir plokš- 
tumos vektoriai. 

Kadangi n-mačio vektoriaus sąvoka apibendriname plokštumos vek- 
toriaus koordinačių eilutę, tai 2-mačių vektorių lygybę ir jų veiksmus 
turime apibrėžti taip, kad, imant n—2, tie apibrėžimai sutaptų su plokštu- 
mos vektorių koordinačių eilučių lygybės ir jų veiksmų taisyklėmis. 

Du n-mačiai vektoriai a —(a,; а,; ...; а„) ir b-(b,; bs; ...; Б,) laikomi 
lygiais tada ir tik tada, kai atitinkami jų komponentai yra lygūs, t.y. 

a,=b, i=l; s sep 
Vektorių a ir b lygybę žymėsime simboliu a=b. Pavyzdžiui, vektoriai 
a=(0; 2; 1) ir b=(0; 2; 2) yra nelygūs: az b, nes jų tretieji komponentai 
nelygūs. 

Viena vektorių lygybė išreiškia kelias skaičių lygybes. Šia savybe daž- 
nai naudojasi matematikai, norėdami trumpiau užrašyti п tiesinių lygčių 
sistemą. 

Dviejų n-mačių vektorių a—(a,; a5; ...; ал) ir b=(b,; bs; ...; bn) suma 
vadinamas n-matis vektorius 

a+b=(a +2; ast bs; ...; a, b,). (1) 


Pavyzdžiui, vektorių а= (1; 2;1; 0) irbz(—1; —1;2; 1) suma yra a+b= 
=(0; 1; 3; 1). 

Kadangi vektoriai sudedami, sudedant ju komponentus, tai tinka tie 
patys dėsniai, kaip ir komponentų sudėčiai. Todėl galima teigti, kad dviejų 
vektorių a ir b sudėtis yra komutatyvi 


a+b=b+a, 
o trijų n-maciy vektorių a, b ir с sudėtis — asociatyvi 
a+(b+c)=(a+b)+c. 
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Realiojo skaičiaus c ir vektoriaus a—(a,; a5; ...; a,) sandaugą apibrė- 
Яте lygybe: 
са=(са,; ca, ...; са,). (2) 


Pavyzdžiui, vektoriaus а=(—1; 0; 2) ir skaičiaus c= —2 sandauga 
yra vektorius —2а=(2; 0; —4). 
` (2) lygybéje paėmę с=0, gausime vektorių 0a=(0; 0; ...; 0). Jis vadi- 
namas nuliniu vektoriumi ir žymimas 0. Nulinis vektorius turi šitokią sa- 
vybe: bet kokio n-mačio vektoriaus a ir nulinio (taip pat n-mačio) vekto- 
riaus suma visuomet lygi a, t.y. 


a+0=a, 


kad ir koks būtų n-matis vektorius a. 

Iš (2) lygybės, kai c= —1, gaunamas dar vienas svarbus vektorius. 
Tai vektorius (—1)a2(—a,; —а,; ...; —a,); jis vadinamas priešingu 
vektoriui a ir žymimas simboliu —a. Remiantis vektorių sudėties taisykle, 
lengva įrodyti, jog vektoriaus ir jam priešingo vektoriaus suma yra nuli- 
nis vektorius: 

a+(-a)=0. 


Iš skaičiaus ir vektoriaus sandaugos apibrėžimo išplaukia šie teiginiai. 
1°. Vektoriaus a daugyba iš realiųjų skaičių c ir d yra asociatyvi: 


(cd) a — c (d a). 


2°. n-maciy vektorių daugyba iš skaičiaus su jų sudėtimi sieja distri- 
butyvumo dėsniai: 
c(a+b)=ca+cb, 


(с+4)а=са-+ а; 


čia с, d — realieji skaičiai, o a ir b — n-maciai vektoriai. 

n-mačių vektorių, sudedamų ir dauginamų iš realiųjų skaičių paga) 
(1) ir (2) formules, visuma vadinama vektorine erdve ir žymima simbo- 
liu V,. 

Atidus skaitytojas turbüt jau pastebéjo, jog vektoriu sudétis ir ju dau- 
gyba iš skaičiaus vėl Zymima skaičių sudėties ir daugybos ženklais. Toks 
ženklų vartojimas pateisinamas, kai norima paryškinti veiksmą. Visi, 
pavyzdžiui, esame įpratę rašyti +, kai reikia ką nors sudėti. Nesvarbu, 
kad vieną kartą sudedame kapeikas, kitą kartą — mokinius, trečią kar- 
tą — bulves. Neįmanoma supainioti vektorių veiksmų su tais pačiais skai- 
čių veiksmais, nes vektoriai žymimi kitokio šrifto raidėmis. Pabrėšime, 
jog algebroje skirtingų dydžių veiksmai gana dažnai turi tą patį pavadi- 
nimą ir žymimi vienodais ženklais. 
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Pratimai 


1. Apskaičiuokite reiškinį — 2a + 3b, Каі a=(1; 3; —2; 1) irb=(1; 2; — 1; 0). 
Ats. (1; 0; 1; —2). 

2. Išspręskite vektorinę lygtį 5a-- 3x —2b, kai a=(3; 1; —2), ob=(0; —5; 1). 
Ats. x=(—5; —5; 4). 


$ 9. Vektorių sistemos „informacija“ 


Mokinys, pirkęs 3 pieštukus po 2 kp, 4 sąsiuvinius po 3 kp ir 2 trintukus 
po 1 kp, išleido 20 kp. Tas išlaidas išreiškiame lygybe 3 - 2+4 - 3+2 · 1—20, 
kurios kairioji pusė yra atskirų pirkinių skaičiaus ir kainos sandaugų 
suma. Panašias sumas galima sudaryti ir iš n-mačių vektorių. Spręsdami 
8 paragrafo 1 pratimą, ieškojote 4-mačių vektorių sumos —2а- 3. Štai 
dar vienas pavyzdys: 
2(1; 0; —2)-3(2; —1; 1)+(3; —2; 6)=(-1; 1; - 1). 


n-mačių vektorių a,, a,, ..., a, (n ir k — natūriniai skaičiai) ir realiųjų 
skaičių c), Cə, ..., с, sandaugų suma са, --са,+ ... +са, vadinama tų 
vektorių tiesine kombinacija. | 

Jeigu bent vienas »-mačių vektorių sistemos vektorius yra kitų jos vek- 
torių tiesinė kombinacija, tai sakome, kad ta sistema yra tiesiškai priklau- 
soma. Priešingu atveju, kai nė vienas sistemos vektorius nėra kitų tos si- 
stemos vektorių tiesinė kombinacija, sistemą vadiname tiesiškai nepriklau- 
soma. Pavyzdžiui, vektorių sistema a,=(1; 2; 1), a,=(2; 3; 5), as=(0; 
—1; 3) yra tiesiškai priklausoma, nes a= 2a, + аз. 

Vektorių sistemos tiesiškas priklausomumas yra visos sistemos, o ne 
jos pavienio vektoriaus savybė. Tas pats vektorius gali priklausyti ir tie- 
siškai priklausomai, ir tiesiškai nepriklausomai vektorių sistemai. Aišku, 
tiesiškai nepriklausomos vektorių sistemos kiekvienas posistemis (jos vek- 
torių dalis) taip pat yra tiesiškai nepriklausomas. | 

Tiesiškai priklausomai vektorių sistemai būdingas ,,perteklius*“, pa- 
našiai kaip kai kuriems nevykusiems apibrėžimams. Pavyzdžiui, posakis 
„trikampis vadinamas lygiakraščiu, kai visos jo kraštinės kongruenčios, 
o kampai vienodo didumo“ yra apibrėžimas su „pertekliumi“, nes iš tri- 
kampio kraštinių kongruentumo išplaukia kampų didumų lygybė ir at- 
virkščiai. 

Jeigu vektorius a yra kelių vektorių tiesinė kombinacija, tai jo kompo- 
nentai išreiškiami tų vektorių komponentais, todėl vektoriaus a kompo- 
nentų teikiama informacija yra tik dalis „informacijos“, kurią teikia tie- 
sinės kombinacijos vektoriai. Tą teiginį gerai iliustruoja šitoks pavyzdys. 
Sakykime, kiekvienos paros 6, 12, 18 ir 24 valandą matuojama aplinkos 
oro temperatūra. Matavimo duomenis laikydami keturmačio vektoriaus 
komponentais, bet kurios paros temperatūrą galėsime apibūdinti tam tikru 
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vektoriumi. Jeigu sekmadienio temperatūros vektorius būtų kitų savaitės 
dienų temperatūros vektorių tiesinė kombinacija, tai sekmadienio tempe- 
ratūrą sinoptikai žinotų jau šeštadienį — žinotų, kokią ,,іпѓогтасіја“, 
pateiks sekmadienio temperatūros vektorius. 

Tiesiškai nepriklausomoje sistemoje kiekvienas vektorius turi tik jam 
vienam būdingą, su kitais sistemos vektoriais nesusijusią „informaciją“. 
Vadinasi, pašalinę iš sistemos tokį vektorių, neteksime dalies sistemos 
„Informacijos“. 

Kalbėdami apie tiesiškai priklausomą vektorių sistemą, įsivaizduojame, 
jog joje yra nors du vektoriai. Todėl tiesiškai priklausomą vieno vekto- 
riaus sistemą (tiesiškai priklausomą vektorių) reikės apibrėžti atskirai. 
Jos apibrėžimas pagrįstas šiuo teiginiu. 

n-mačių vektorių sistema а,, az, ..., am (m>1 ir n — natūriniai skai- 
čiai) yra tiesiškai priklausoma tada ir tik tada, kai nulinis vektorius yra 
tos sistemos vektorių tiesinė kombinacija, turinti bent vieną nelygų nuliui 
koeficientą. 

Jei duotoji sistema tiesiškai priklausoma, tai bent vienas jos vektorius, 
sakykime a,, yra kitų tos sistemos vektorių tiesinė kombinacija: a,= 
—b,a,4- ... baa (Бә, ..., b, — tam tikri realieji skaičiai). Perkėlę 
a, į dešiniąją lygybės pusę, turėsime 0= —a, +b,as+ ... +b,a,. Kadangi 
—a,=(—I)a, ir —1 #0, tai sąlygos būtinumas įrodytas. 

Atvirkščiai, iš lygybės su realiaisiais koeficientais са + са. +... + 
+с„а„=@, kai, pavyzdžiui, с, *0, išplaukia, jog а,=(— с/с) а. + ... + 
+(— с„/с,)а„. Vektorius a, yra vektorių а,, ...,a,, tiesinė kombinacija, 
todėl sistema 8,, а,, ..., &,, уга tiesiškai priklausoma. 

Kadangi nulinio vektoriaus 0 ir bet kurio realiojo skaičiaus с sandauga 
c0=0, tai susitarta nulinį vektorių laikyti tiesiškai priklausomu. Nenulinis 
vektorius а laikomas tiesiškai nepriklausomu, пез caZ0, kai c#0. 


Pratimai 


1. Vektorių x= (4; 5) išreikškite vektorių a=(1; 3) ir b=(2; 5) tiesinė kombinacija. 

Ats. x= — 10а +7b. 

2. Įrodykite, kad vektoriai e,=(1; 0; 0), e;=(0; 1; 0) ir e;=(0; 0; 1) yra tiesiškai 
nepriklausomi. 


$ 10. Iš kokios formos plytų mūrysime pastatą? 


Vektorinės erdvės V, vektorių sistema e,=(1; 0;...; 0), e,=(0; 1; 
...; 0), ...,e„=(0; 0; ...; 1) turi dvi savybes: 1) ji yra tiesiškai nepriklau- 
soma ir 2) kiekvienas V, vektorius х=(х,; Xs; ...; Х,) yra jos vektorių tie- 
sinė kombinacija: | | 

X = хе + Xə e... + X, €n (1) 
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Tokiomis savybėmis pasižymi ir kai kurios kitos V, vektorių sistemos. 

Rinkinys tiesiškai nepriklausomų vektorinės erdvės V, vektorių, kurių 
tiesinė kombinacija yra kiekvienas V, vektorius, vadinamas vektorinės 
erdvės V, baze. 

Vektorinės erdvės bazė — tai plytos, iš kurių sumūrytas vektorinės 
erdvės pastatas. Pastato sudėtingumas priklauso nuo vektoriaus kompo- 
nentų skaičiaus: kuo daugiau komponentų, tuo pastatas įmantresnis. 
Paprasčiausiai tvorai, atitinkančiai vieno komponento vektorius, užteks 
vien stačiakampio gretasienio formos plytų. Pastatui su dekoratyviu fa- 
sadu reikės trikampės prizmės, pusritinio ir dar kitokių formų plytų. Ply- 
tų ,tiesiSkas nepriklausomumas“ reiškia, kad statinys, sumūrytas iš bet 
kurios rūšies plytų, negali būti sumūrytas iš kitų formų plytų. Visų skir- 
tingų plytų formų „tiesiškai nepriklausomų“ plytų rinkinys ir sudarys 
statybai skirtų plytų bazę. 

Vektorinės erdvės V, vektoriai išreiškiami jos baze vienareikšmiškai. 
Iš tikrųjų, jei vektorius x be (1) dar turėtų kitą išraišką su realiaisiais koe- 
ficientais 

X=Y е, гу, е +... + Vn En (2) 
tai, palyginę (1) ir (2) lygybės dešines puses, gautume: 
хе +х,е,+... +х,е,= уе +уеё +... Yn Cens 
arba 
(ху — Y1) € + (X2 — уз) е +... + (X, — Yn) €, = 0. 


Kadangi bazės vektoriai yra tiesiškai nepriklausomi, tai pastaroji lygybė 
galima tik tada, kai x,—y,=0, x, —ya=0, ..., x, —y,*0. Vadinasi, x, = y, 
Xa=Ys, ..., Ха Vn. 

Vektoriaus x išraiškos bazės vektoriais vienareikšmiškumas įrodytas. 

Iš kelių vektorių yra sudaryta vektorinės erdvės bazė, kitaip sakant, 
kelių rūšių plytų reikės pastato statybai? Jei erdvė V, turėtų tik vieną ba- 
ze, atsakymas būtų labai paprastas: bazę sudarytų n vektorių. Tačiau taip 
nėra. Nagrinėdami plokštumos vektorius, sužinojome, kad yra be galo 
daug bazių. Taip pat minéjome, jog ne vieną bazę turi ir erdvė V,. Vadinasi, 
pateiktasis klausimas yra aktualus ir matematikoje, ir statyboje. Norė- 
dami į jį atsakyti, išsiaiškinsime, kokiu vektoriumi galima pakeisti vieną 
turimos bazės vektorių, kad gautoji sistema vėl sudarytų bazę. 

Sakykime, ajs a2, ..., а, yra vektorinės erdvės V, bazė, o 


b —0, 3; + сз +... c, a, = У, са; (3) 


i=1 


— bet koks nenulinis V, vektorius (су, с.,..., см — realieji skaičiai). 
Tuomet bent vienas iš (3) išraiškos koeficientu bus nelygus nuliui. Jei, 
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pavyzdžiui, c, yra nelygus nuliui, tai galime teigti, jog sistema b, а», ..., ат 
sudaro V, bazę. 

Iš tikrųjų pastaroji vektorių sistema yra tiesiškai nepriklausoma, nes, 
tarę priešingai, turėtume lygybę sų realiaisiais koeficientais 


db+ > d, a, = 0, (4) 
i=2 


kurios ne visi koeficientai lygūs 0. Įsitikinsime, kad vienas iš nenulinių 
jos koeficientų yra d. Jei tas koeficientas būtų nulis, tai iš (4) gautume, 
kad ne visi lygybės 


koeficientai lygūs 0. Ši išvada prieštarauja bazės vektorių posistemio 
35, ..., 8, tiesiškam nepriklausomumui. Vadinasi, koeficientas dz0. 
Įrašę vektoriaus b (3) išraišką į (4) formulę, matome, jog lygybės 


dc, a, + Ў, (d, -- c) a, — 0 


į=2 


koeficientas dc, 0. Pastaroji lygybė reiškia, kad bazės vektoriai а, аз, ..., 
a, yra tiesiškai priklausomi. Kadangi to negali būti, tai vektorius b, а», 
....@т turime laikyti tiesiškai nepriklausomais. 

Lieka įrodyti, jog kiekvienas V, vektorius х yra vektorių b, az, ..., ат 
tiesinė kombinacija. Kadangi а,, ао, ..., а» yra bazė, tai vektorius x yra 
jos vektorių tiesinė kombinacija su realiaisiais koeficientais: 


х = ^ X, 8j. (5) 


Remdamiesi prielaida с, 0, iš (3) lygybės išreikšime 8,: 


a; = (1/су)®— > (c;/c,) э. 


4=2 


Įrašę gautąją išraišką į (5) lygybę, įsitikiname, kad x yra vektorių sistemos 
b, a,,...,&, tiesinė kombinacija, todėl pastaroji vektorių sistema yra 
V, bazė. 

Pabrėšime, jog, pakeitę vektoriumi b bazės a,, a,, ..., аи vektorių а;, 
kurio koeficientas c, (3) išraiškoje lygus 0, gautume tiesiškai priklausomą 
sistemą (b būtų vektorių а,. ....2,—,. 8,24, ---, Am tiesinė kombinacija), 
kuri bazės jau nesudarytų. 
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Pavyzdys. Ištirkime, kurį iš erdvės V, bazės vektorių e,=(1; 0; 0), 
€>=(0; 1; 0), e,=(0; 0; I) pakeitę vektoriumi b-(—2; 0; I), vėl gausime 
erdvės V, bazę. 

Kadangi b= —2e, +e, tai, remdamiesi bazės vektoriaus keitimo tai- 
sykle, galime teigti, kad erdvės V, bazę sudarys vektorių sistemos b, e,, 
ез ir е,, е,, b. | 

Dabar jau sugebėsime atsakyti į šio paragrafo pradžioje iškeltą klau- 
simą: iš kelių vektorių yra sudaryta bet kuri vektorinės erdvės V, bazė? 
Būtent, įrodysime, jog visos tos erdvės bazės turi po п vektorių. 

Tuo tikslu nagrinėkime dvi vektorinės erdvės V, bazes: minėtąją 
e), е, ...,е, IT а;, 35, ..., am Tarkime, kad jose yra skirtingas skaičius 
vektorių, t.y. nZ m. Apibrėžtumo dėlei imsime n<m. Iš bazės apibrėžimo 
išplaukia, kad а, yra vektorių е;, ез, -.., e, tiesinė kombinacija su rea- 
liaisiais koeficientais: 


а=} a; Ei. (6) 


i=l 


a,, kaip bazės vektorius, yra nenulinis, todėl bent vienas tos išraiškos koe- 
ficientas nelygus nuliui, pavyzdžiui, а, 20. Pagal bazės vektoriaus keiti- 
mo taisyklę sistema а,, е,, ..., e, yra erdvės V, bazė. Vadinasi, a, turi būti 
jos vektorių tiesinė kombinacija su realiaisiais koeficientais, iš kurių bent 
vienas nėra nulis, nes a,*0: 


а= b, a, + > b, €,. 


1-2 


Taip pat aišku, kad negali būti lygūs 0 visi vektorių e;, ..., e, koeficientai, 
nes priešingu atveju turėtume а,=Ё,а,, t. y. vektoriai a, ir a, būtų tie- 
siškai priklausomi. Laikydami, kad tas nelygus nuliui koeficientas yra 
Б», konstruojame erdvės V, bazę aj, 85, ..., е,. Šį procesą kartosime tol, 
kol iš sistemos a;, аз, ..., ат išrinksime л vektorių, sudarančių erdvės V, 
bazę. Apibrėžtumo dėlei juos žymėsime a,, a% ...,a,. Kadangi m>n, 
tai vektorius а, +; būtų išrinktųjų vektorių tiesinė kombinacija, bet tai 
prieštarauja bazės а;, a,, ..., ам apibrėžimui. 

Vadinasi, prielaida п< т yra negalima. Analogiškai samprotaudami, 
įrodytume, kad neteisinga ir prielaida n > m. Taigi п=т, todėl visos erdvės 
V, bazės turi po п vektorių. 


Pratimas 


Vektoriai e,=(1; 0; 0), е=(0; 1; 0), a=(0; 1; 1) sudaro erdvės V, bazę. Kurį iš 
jų pakeitę vektoriumi b=(3; 2; 2), vėl gausime V, bazę? 
Ats. e, arba a. 
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5 11. „Kampas“ tarp n-matiy vektorių 


Posakiai ,,4-macio vektoriaus ilgis“ arba „kampas tarp 5-mačių vek- 
torių“ mums turi tiek pat realios prasmės, kaip ir posakis ,,... žengė me- 
tažingsnį hipererdve...“ iš S. Lemo fantastinio apsakymo. Tokių vekto- 
riu negalime pavaizduoti nurodytos krypties atkarpomis, todėl kampas 
tarp jų — tai kampas tarp nežinia ko. Tačiau minėtos sąvokos yra būtinos: 
jų neapibrėžę, labai ,,nuskriaustume“ erdvę V, (1>3): jos vektoriai neturėtų 
daugelio plokštumos vektoriams būdingų savybių. Be to, kampo tarp vekto- 
rių, vektoriaus ilgio sąvokos labai praverčia, nagrinėjant sudėtingesnius 
vektorinių erdvių klausimus. 

Matėme, jog plokštumos vektorių ilgius bei kampus tarp jų galima 
išreikšti skaliarinėmis sandaugomis. Vadinasi, pakanka apibrėžti skalia- 
rinę sandaugą ir klausimas išspręstas. Toks netiesioginis metodas prak- 
tikoje taikomas gana dažnai. Tokiu metodu kiekvienas gudruolis, nenorė- 
damas sušlapti, skaičiuoja atstumą nuo taško A iki punkto P kitame upės 
krante. Įbedęs lazdą taške B, jis sudaro trikampį ABP (25 pav.), kurio pa- 
grindas AB ir prie jo esančių kampų didumai žinomi. Remdamasis tais duo- 
menimis, matematikas pagal sinusų teoremą apskaičiuoja atstumą AP. 


р 


25 pav. 


Sakykime, a=(a,; 45; ...; an) it b=(b,; ba; ...; b,) — du bet kokie erd- 
vės V, vektoriai. Analogiškai plokštumos vektorių skaliarinei sandaugai, 
vektorių a ir b skaliarinę sandaugą apibrėžkime šitaip: 


a.b= >` a, by. (1) 
і= 1 


Kadangi vektorių komponentai уга realieji skaičiai, tai sandauga а. b — 
taip pat realusis skaičius. 


Vektorinė erdvė V,, kurioje apibrėžta vektorių skaliarinė daugyba, 
vadinama Euklido erdve ir žymima raide E,. 
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Lengvai įrodoma, kad erdvės E, vektorių skaliarinė daugyba yra ko- 
mutatyvi: a -b=b а, distributyvi sudėties atžvilgiu: (a+0) - b«a b+ 
+c-b ir su vektoriaus daugyba iš tealiojo skaičiaus с susieta lygybe 
(ca) : b=c (a · b); čia a, b, с — bet kokie erdvės E, vektoriai. 

Vektoriaus a=(a,; as; ...; a,) skaliarinis kvadratas 


n 
а? =а-а= >. а? 
i=1 
yra neneigiamas skaičius, todėl iš jo galima ištraukti aritmetinę kvadratinę 


šaknį, kurią iš analogijos su atitinkama plokštumos vektorių formule va- 
dinsime vektoriaus a ilgiu (arba moduliu) ir žymėsime simboliu |a |. Taigi 


Де” 
D + | 2, 2. (2) 
ivl 
Pavyzdžiui, erdvės Ё, vektoriaus а=(3; —1; 1; 5) ilgis |a|= 
=V9+1+1+25=6. 
Iš (2) formulės aišku, jog nulinio vektoriaus 0 (ir tiktai jo!) ilgis ly- 


gus 0. 
Euklido erdvės E, vektorių skaliarinę sandaugą a - b su dauginamųjų 


vektorių ilgiais sieja Koši ir Buniakovskio nelygybė 
|a-b|<|a| |b]. (3) 


Nelygybė įrodoma, nagrinėjant vektorių a ir b tiesinę kombinaciją 
xa +b, kai x — realusis skaičius. Kadangi skaliarinis kvadratas (xa +b)22 0, 
tai kvadratinis trinaris 
(xa+b)-(xa4-b)=xžaž4+ 2ха. b 4- b? 


negali turėti dviejų skirtingų realiųjų šaknų. Vadinasi, to trinario diskri- 
minantas 
4 (a- b)? —4a* b? <0. 
Todėl 
(a - b)? < a? b?. 
Ištraukę iš pastarosios nelygybės abiejų pusių aritmetinę kvadratinę šaknį, 
gausime | 
|a.b| < V a? V br. 
Kadangi а*=| а |? ir b?=| b |2, tai Koši ir Buniakovskio nelygybė įrodyta. 
Jei a ir b — nenuliniai Euklido erdvės E, vektoriai, tai 


—1<a-b/(la|Ib[)<!. 
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Todėl kampą tarp tų vektorių iš analogijos su plokštumos vektoriais na- 
tūralu apibrėžti šitokia lygybe: 


соора Ба 6 |). (4) 


Norint išvengti dvireikšmiškumo, atsirandančio, nagrinėjant lyginę 
funkciją, buvo susitarta kampą tarp vektorių a ir b apriboti nelygybémis: 


IN 
O<ab<r. (5) 


A 
Pavyzdys. Apskaičiuokime kampą ab tarp Euklido erdvės E, vekto- 

riu a=(1; —1; 0) и b=(-2; 1; 2). 
Kadangi а · s 1+0= – 3, ja|=V1+1+0=V 2, |= 


=|4+1+4=3, tai cos а = —3/(3 V2)=— Y 2/2. Iš čia, atsižvelgę i 


(5) sąlygą, randame kampą abs 31/4. 

Euklido erdvės Е, vektoriai a ir b vadinami ortogonaliais, jei jų ska- 
liarinė sandauga lygi nuliui. 

Iš (4) formulės aišku, kad kampas tarp dviejų ortogonaliu nenulinių 
vektorių lygus 7/2. Tokius vektorius derėtų vadinti tarpusavyje statme- 
nais. 

Nulinis vektorius yra ortogonalus kiekvienam Euklido erdvės vek- 
toriui x, nes 0 - х=(0х) - х=0. Tai — būdinga nulinio vektoriaus savybė. 
Iš tiesų, jei a ortogonalus kiekvienam vektoriui x (a + х=0). tai. paėmę 
х=а, turėtume lygybę a - а=а?=0. Žinome, jog lygų O skaliarinį kvačra- 
tą turi tik nulinis vektorius, todėl galime teigti, kad а=6. 

Euklido erdvės vektorių sistema, sudaryta iš poromis tarpusavyje or- 
togonalių vektorių, vadinama ortogonalia. 

Nenulinių vektorių ortogonali sistema yra tiesiškai nepriklausoma. 

Norėdami tuo įsitikinti, tarkime, Каа a,, 22, ..., ^ vra Euklido erdvés 
nenulinių vektorių ortogonali sistema, t.y. а, £0 (i=1, ., k) ша, * a,=0, 
kai 1 <i#j<k. Jei ji būtų tiesiškai priklausoma, turėtume lygybę su 
realiaisiais koeficientais 


с.а, + са, +... +c, 8, =), 


kurios bent vienas koeficientas, pavyzdžiui c,, būtų nelygus 0. Abi pasta- 
rosios lygybės puses skaliariškai padauginę iš vektoriaus a,, gausime 


€, 8j; + са, -а +... + ска, а, =0.2.. 
Kadangi pagal prielaidą vektorių sistema yra ortogonali, о 0 - a, =0, tai 
c, aj = 0. 
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Nenulinio vektoriaus a, ilgis yra teigiamas skaičius, todėl turi būti ly- 
gus 0 koeficientas c,. Gautasis prieštaravimas įrodo, kad nenulinių vek- 
torių ortogonali sistema yra tiesiškai nepriklausoma. 

Euklido erdvės vektorius, kurio ilgis lygus 1, vadinamas normuotu. 

L yra, pavyzdžiui, vektoriai e,=(1; 0; 0) ir a=(1/2; —1/2; 
—1/2; 1/2). 

Nenormuotas vektorius, lyginant jį su normuotu, yra „рег ilgas“ 
arba ‚рег trumpas“. Kiekvieną nenulinį nenormuotą vektorių galime 
normuoti, t.y. ,,perdirbti^ į normuotą. Iš Euklido erdvės vektoriaus ilgio 
formulės išplaukia, jog, norint vektorių normuoti, reikia jį padalyti iš 
ilgio. 

Pavyzdys. Normuokime vektorių a=(2; —4; 2; 5). Kadangi |a|= 
—1/4--16--4--25 — 7, tai normuotas vektorius b = (1/1al)a— (2/7; 
—4/7; 2/7; 5/7). | 

Euklido erdvės bazė vadinama ortonormalia, jei ją sudaro normuoti 
poromis tarpusavyje ortogonalūs vektoriai. 

Kiekvienoje Euklido erdvėje yra bent viena tokia bazė. Pavyzdžiui, 
erdvės E, ortonormalią bazė sudaro vektoriai е, = (1; 0; ...; 0), e= 
= (0: 144445 Обе = (07 0; ...; 1) 

Vienas svarbiausių ortonormalios bazės privalumų yra tai, kad kai ku- 
rios formulės joje paprastesnės пеги neortonormalioje bazėje. Pavyz- 
džiui, vektoriaus koordinatės ortonormalioje bazėje yra lygios to vekto- 
riaus ir atitinkamų bazės vektorių skaliarinėms sandaugoms. Iš tiesų, jei 
[х]=(х,; xs; ...; Xa) yra vektoriaus x koordinačių eilutė ortonormalioje 
bazėje су, со, ..., €,, tai 


X = X4 €, + X2 © + о 6 г + X, Cr- 


Šios lygybės abi puses skaliariškai padaugine iš vektoriaus c, (1 <i<n), 
gausime 


X : Ci = X) Ci C; 4-X2€9- €; + . . , + X, €, ` C. 
Kadangi bazė yra ortonormali, tai 
0, kai iz j, 
TE l, kai i=j. 
Vadinasi, 
` X, = X: G, (1 <i<n). 
Teiginys įrodytas. | 


Iš bet kurios Euklido erdvės neortonormalios bazės vektorių galima su- 
konstruoti ortonormalią bazę. 


Ortonormalios bazės konstravimas pagrįstas vadinamuoju bazės ог- 
tonormavimo metodu. Jo pagrindinė idėja šitokia. | 
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Sakykime, а,, а,, ..., а, — neortonormali Euklido erdvės E, bazė. 
Kadangi a,, kaip bazės vektorius, yra nenulinis, tai jį galima normuoti: 


c; =(1/a,l)a;. 


Vektorių c, laikysime ieškomosios ortonormalios bazės pirmuoju vek- 
toriumi. Antrąjį tos bazės vektorių gausime, išnagrinėję vektorių а, ir с, 
tiesinę kombinaciją 

b, = а. — X; €), 

kurios koeficientas x; — bet kuris realusis skaičius. Šis skaičius bus vie- 
nareikšmiškai apibrėžtas, jei vektoriai b, ir c, bus tarpusavyje ortogona- 
lūs, t.y. tenkins lygybę 

р, · c, = 0. 
[газе į gautaja lygybę vektoriaus b, išraišką, turėsime 

0 = (a — x; 1) - с, =а €, — х, 67. 

Kadangi vektorius с, yra normuotas, tai jo skaliarinis kvadratas lygus 1. 
Todėl 

X, = 22°С. 
Pastaroji lygybė rodo, jog x, yra vektoriaus a, koordinatė ortonormalios 
bazės ašyje c,. Remdamiesi šia x, išraiška, vektorių b, galėsime užrašyti 
šitaip: 

b, = az — (24: €) с. 

Jei vektorius b, yra nenulinis, tai, jį normave, turėtume antrą jį ortonorma- 
lios bazės vektorių c,. Taigi lieka įrodyti, kad b, nėra nulinis vektorius. 
Tarus priešingai, būtų teisinga lygybė 


0 — 2, — (аз: с) с, = а, — (аз - с) (1/1211) а, 
kurią galima užrašyti ir šitaip: 
a; = ((а,. с,)/| а, | ) a. 


Iš pastarosios lygybės aišku, jog vektorius a, yra lygus vektoriaus a, ir 
realiojo skaičiaus (a, - <,)/| a, | sandaugai. Vadinasi, vektoriai a, ir a, tiesiš- 
kai priklausomi, bet to negali būti, nes jie — bazės vektoriai. Taigi b,£ 0 
ir todėl vektorius 


cs = b,/! b; | 


yra antrasis ortonormalios bazës vektorius. 
Nesunku patikrinti, kad vektorius 


b, = as — (a, * €) c, — (аз * С) cs, 
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gautas iš vektoriaus a, atėmus jo koordinates ašyse c, ir c,, skaliariškai 
padaugintas iš vektorių с, ir с,, yra ortogonalus vektoriams c, ir с,. Sam- 
protaudami, kaip ir pirmiau, įsitikintume, jog Б, 50. Todėl, jį normave, 
gausime trečiąjį ortonormalios bazės vektorių 

сз = b,/| b; |. 


Tesdami šį procesą, sudarysime Euklido erdvės E, ortonormalia ba- 
26 0, 65 03$ бш 

Pavyzdys. Ortonormavimo metodu iš erdvės E, bazės a,=(1; 1; 0). 
а„:=(0; —2; 1), ag (—1; 3; 4) sudarykime ortonormalią bazę. 


Sprendimas. Kadangi 
а, |= ү/1+1+0= 12, 
tai 
c; =(1/V 2) (1; 1: 0). 
Po to sudarome vektorių b,: 
b,-a,-(a:c6)6 = (0; —2; 1) – (1/1 2) (—2) (1/V 2) (1; 1; 0)= 
=(1; —1; I). 
Vektoriaus b, ilgis |b;|= /1+1+1= |/ 3, todėl 
с. = (1/]/ 3) (1; —1; 1). 
Vektorių b, sudarysime, remdamiesi formule 
b, = 8, — (8, - c,) с, — (аз * Ca) Ca 
Pirmiausia apskaičiuosime skaliarines sandaugas: 
a: =(1/V 22=V2, as: c, =(1/V 3)0=0. 
[газе jų reikšmes į vektoriaus b, išraišką, gausime 
b=(-1; 3; 4) -V 2(1/V 2) (1; 1; 0)=(-2; 2; 4). 
Vadinasi, vektoriaus b, ilgis |b,| - V44+4+16=2 |/ 6. Todėl 


© = (1/0 V6) (-2; 2; 4)=(1/V 6) (-1; 1; 2). 
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Pratimai 


1. Apskaiciuokite kampą tarp keturmatės Fuklido erdvės vektorių a=(1; — 1; 
1; 0) ir bz(1; —1; 1; — 1). 

Ats. 7/6. 

2. Euklido erdvės E, bazę a,=(1; —2; 1), a;=(3; —1; 1), аз=(1; —1; 3) orto- 
normavimo metodu pakeiskite ortonormalia baze. . 


Ats. c,=(1/Y 6) (1; —2; 1), e-(1/V 5) (2; 1; 0, e;=(1/ 1/30) (—1; 2; 5). 


$ 12. Ką reiškia ,,sulankstyfas" vektorius? 


Pastaraisiais metais labai išpopuliarėjo lankstomos konstrukcijos: 
sudedamosios lovelės, lankstomi skėčiai, meškerykočiai ir kt. Tad kodėl 
neturėti ,„lankstomojo“ vektoriaus? Pasirodo, kad iš tikrųjų esama tokių 
vektorių. Imkime, pavyzdžiui, 12-matį vektorių 


а= (2; —1; 2; 3; 0; 1; 5; —2; 3; 4; 2; —3). 
Jo komponentus galima padalyti į 3 skiltis po 4 kiekvienoje: 2, —1, 2, 3; 
0, 1, 5, —2 ir 3, 4, 2, —3. Taigi, „,sulankstę“ 12-matį vektorių, gauname 


4-mačių vektorių sistemą. Surašę tų vektorių komponentus vieną po kitu 
ir apgaubę gautą stačiakampę skaičių lentelę skliaustais, turėsime: 


2 —I 2 3 
0 15 —2 
o 4 2 -3 


Tokią lentelę matematikai pavadino matrica, o jos skaičius — matricos 
elementais. Elementai, surašyti vienoje horizontalėje, sudaro eilutę, su- 
rašyti vienoje vertikaléje — stulpeli. Pavyzdyje nurodyta matrica turi 3 
eilutes ir 4 stulpelius. Eilutės ir stulpeliai matricoje skaitomi iš viršaus 
žemyn іг iš kairės į dešinę. Kiekvienas matricos elementas turi tikslų ,,ad- 
resą“ — eilutės ir stulpelio numerius, kurie yra to elemento indeksas. 
Pavyzdžiui, elemento аз adresas — antroji eilutė ir trečiasis stulpelis. 

Matricą, turinčią m eilučių ir л stulpelių, vadinsime m x n-mate. Tokia, 
pavyzdžiui, yra matrica 


а 4 ... d, 


а», 29 e. Qon (1) 


@ * *» © o 99 @ 9 Q э Q 


Amı Oma +. Amna’ . 


Sutrumpintai matricos žymimos pakrypusio pusjuodžio šrifto didžio- 
siomis lotyniškomis raidėmis: A, В, C, ... 
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Kiekviena (1) matricos eilutė yra n-matis vektorius, todėl matricą ва- 
lima laikyti jos eilučių vektorių sistema. 

Matricos elementams būdinga šitokia savybė: nurodydami objektų 
padėtį, jie kartu tuos objektus „charakterizuoja“. Pavyzdžiui, jeigu matricos 


1313 
А=| 2 4 2 4 
3 1 3 1 


eilutės reiškia klasės suolus, o eilučių elementai — uždavinių variantus, 
tai iš karto galima pasakyti, kurie mokiniai spręs 2-ojo varianto užda- 
vinius. 

Matrica vadinama kvadratine, jei jos eilučių skaičius lygus stulpelių 
skaičiui. Kvadratinës matricos eilučių skaičius vadinamas ейе. Pavyz- 

2 8 
džiui, ( 4 1 yra 2-osios eilės matrica. 

Kvadratinė matrica turi dvi įstrižaines. Vieną jų sudaro elementai, 
esantys atkarpoje, jungiančioje matricos kairįjį viršutinį kampą su deši- 
niuoju apatiniu kampu. Ši įstrižainė vadinama pagrindine. Antrąją įstri- 
žainę, vadinamą šalutine, sudaro elementai, esantys atkarpoje, nubrėžtoje 
iš dešiniojo viršutinio matricos kampo į kairįjį apatinį kampą. Taigi matri- 


d -l 
cos | 1 2 —2] pagrindinę įstrižainę sudaro skaičiai 3, 2, 3. о ša- 
2 | 3 


lutinę — skaičiai 0, 2, 2. 
Dvi matricos A ir B laikomos lygiomis ir rašoma A= B, kai jų atitinkami, 
t.y. turintys vienodus „adresus“ elementai yra lygūs. 
Iš šio apibrėžimo išplaukia, kad lygios gali būti tik tokios matricos, 
kurios turi po lygiai eilučių ir ро lygiai stulpelių. "uu matricas vadin- 
— | 0 
sime vienarūšėmis, Pavyzdžiui, о 3 |) ir | оо ? yra viena- 


rūšės. 

Matricų sudėtis ir jų daugyba iš skaičių apibrėžiama, remiantis atitin- 
kamomis 2-mačių vektorių taisyklėmis. 

Dviejų vienarūšių matricų A ir B suma laikoma matrica A+ B, kurios 
elementai yra dėmenų atitinkamų elementų sumos. Pavyzdžiui, 


2 —1 3 4 -I -2 -1 1 1 -3 2 5 
5 2-1 1i1/*'NV o 1 2 3175 3 1 07 
Matrica, kurios visi elementai lygūs 0, vadinama nuline ir žymima О. 


Prie bet kurios matricos A pridėję vienarūšę nulinę matricą, gausime mat- 
ricą A. 
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Realiojo skaičiaus с ir matricos A sandauga vadinama matrica cA, 
gaunama, kiekvieną A elementą padauginus iš skaičiaus c. Pavyzdžiui, 


„(12-10 -3 —6 3 0 
(-3 (; 1 -9 0 -(, -3 6 0/ 
Pratimas 


Raskite matricą X, tenkinančią lygtį: 
24 —3X =B; 


(317). в 38 ^) 
зо). to 6 5) 


TE. l —2 1) 
— dei 


$ 13. Маїгісц daugyba 


Yra tokia mislé: ,,Zalias, pakabintas, сура. Каз tai?“ Ogi... Zuvis rü- 
kykloje. Kaip Zinoma, rükoma nevirta — Zalia — Zuvis] pakabinta. 

— Na, o kodél sakoma „сура“? 

— Kad būtų sunkiau atspėti! 

Iš pirmo žvilgsnio atrodo, kad panašiai padaryta ir su matricų daugy- 
ba. Vietoj paprastai sudauginus matricų atitinkamus (su tais pačiais indek- 
sais) elementus, matematikai pasiūlė gana sudėtingą, ne iš karto įsime- 
namą daugybos taisyklę. Taip buvo pasielgta, ištyrus matricų daugybos 
taikymo galimybes. Paaiškėjo, kad matricų daugybos ,,atitinkamais ele- 
mentais“ beveik negalima pritaikyti. Todėl teko ieškoti tokios daugybos 
taisyklės, kuria remiantis, galima būtų spręsti įvairiausius uždavinius. 
Štai vienas iš jų. 

Sakykime, kintamieji x, у keičiami naujais kintamaisiais pagal formu- 
lės: 

xdi X asy, 


y — 9; X' + ass, (1) 


kurių koeficientai — realieji skaičiai. Toks kintamųjų keitinys vadinamas 
tiesiniu. Jį visiškai apibūdina iš (1) keitinio koeficientų sudaryta matri- 
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аа а : | | кы — 
ca A= а} Žinodami tą matricą, galėsime parašyti (1) for- 
y 21 22 


mule ir atvirkščiai. 
Jei х’, y' keisime tiesiškai naujais kintamaisiais x“, у’, 
x =b, x” + biy", 
у = bp X" t bay, (2) 


bu bs 


| ). Iš (1) ir (2) formuliu išplaukia, 
Бъ Dag 


jog kintamuosius x, y galime pakeisti kintamaisiais x”, у’ pagal šias for- 
mules: 


tai turėsime kitą matricą в-( 


х= 03 (by X big y^) + а (b21 x" + Ьу"), 
у= da, (bu X” + b12 y") + ass (Б X” +6, y"), 


kurias galime užrašyti dar ir šitaip: 
х= (ауу b, + dyg b21) Хх” + (ау, bio + ау; b22) у", 
у = (9 bn + ass b,,) X” + (а Diz + ао Бә») У". (3) 


Vadinasi, du kintamųjų keitinius galime „realizuoti“ vienu, kuris vadina- 
mas (1) ir (2) keitinių sandauga. Jo matrica 


| An 5 + ау» b, а b12 + aiz Daz ) 
C= | 
ад bai + ав бы ад big + dos Do 


(4) 


vadinama matricų A ir B sandauga ir rašoma: 
С = AB. 


Taigi išmokome sudauginti dvi 2-osios eilės kvadratines matricas. 

(4) taisyklę galime išplėsti ir kitokių matricų daugybai. Būtent, dviejų 
matricų A ir B sandaugos С elementas c;; yra lygus kairiojo dauginamojo 
A i-osios eilutės elementų ir dešiniojo dauginamojo B j-ojo stulpelio ati- 
tinkamų elementų sandaugų (t.y. pirmasis eilutės elementas dauginamas 
iš stulpelio pirmojo elemento, antrasis eilutės elementas — iš stulpelio 
antrojo elemento ir t.t.) sumai. Tokią sumą galime sudaryti tik tuo atveju, 
kai matricos A i-ojoje eilutėje yra tiek elementų, kiek matricos B j-ajame 
stulpelyje. Vadinasi, sandauga AB yra apibrėžta tik tada, kai matricos A 
stulpelių skaičius lygus matricos B eilučių skaičiui. Ве to, matrica АВ turi 
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tiek eilučių, kiek jų yra matricoje A, ir tiek stulpelių, kiek jų yra matri- 


coje B. Pavyzdžiui, 5 | 
BED 
_| о 0 I 


2-1+(-1)-2 2-(—1)+(—1).0 2.0+(—1).1 
| l.1+0-2 · 1-(—-1)+0-0 1-0+0-1 | 
(—1).1+2.2 (-0.(-0+2.0 (-1).0+2.1 


0 -2 -l 
4: —1 0 
3 1 2 


Matricu daugyboje ypatingas vaidmuo tenka matricai, kurios pagrin- 
dinę įstrižainę sudaro vienetai, о visi kiti elementai lygūs 0. Ši matrica 
vadinama vienetine ir žymima šitaip: 


1 0...0 
„рї 
0 0...1 


Jei A yra kvadratinė, o I — vienetinė tos pačios eilės matrica, tai teisingos 
lygybės 
AI= IA = А. 

Vadinasi, matricų daugyboje matrica I atlieka tą patį vaidmenį, Кар ir 
1 skaičių daugyboje. | 

Nors matricų daugyba turi daug įprastinių skaičių veiksmų savybių — 
asociatyvi, distributyvi, egzistuoja vienetas, bet tarp jos ir skaičių daugybos 
yra esminių skirtumų. Pirma, sandauga priklauso nuo dauginamųjų tvar- 
kos, t.y. sukeitus dauginamuosius vietomis, sandauga gali būti neapibrėž- 


ta arba labai pasikeitusi. Pavyzdžiui, matricų A=(2 —1 4) ir B= 1 

3 
sandauga AB=(2(-1)+(-1)1+4 -3) = (9) turi tik vieną elementą, o 
sandauga 


= PETENS m -2 1-4 
м-( 172 —14)=| 1.2 1(-1) 1.4]=[ 2-1 4 
3 3.2 3(—1) 3-4 6 —3 12 


yra 3-osios eilės matrica. 
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Antra, ,,nesugriaunama"^ skaičių daugybos taisyklė teigia, jog dviejų 
skaičių sandauga lygi nuliui tik tada, kai bent vienas jos dauginamasis 
lygus 0. Todėl skaičių lygybės abi puses galima prastinti iš nelygaus 0 jų 
bendro daliklio. Kitaip yra matricų daugyboje, kur „nulio“ vaidmuo tenka 
nulinei matricai. Nesunku nurodyti dvi nenulines matricas, kurias sudau- 
ginę, gausime nulinę matricą. Tokios, pavyzdžiui, yra matricos A= 


10\ убо "HM | 
-lo 0 ir бе 0 J Iš tikrųjų né viena |15 jų nėra „nulis“, bet 


sandauga 
LEE I о 0)-0 
ето 07 \o 14 x09. ое 


Sia savybe pasižyminčios matricos vadinamos nulio dalikliais. Prastinant 
teisingą matricų lygybę iš nulio daliklio, galima gauti klaidingą rezultatą. 
į teiginį pailiustruosime pavyzdžiu. 
Matricų lygybė 


1 0 10 | о) ( l 3 
0 0 0 1/ NO 0 I 0 
yra teisinga, nes kiekviena jos pusė yra įmatrica P 0 J- Tačiau, su- 
1 0 
prastinę tą lygybę iš nulio daliklio | 0 4 , gausime lygybe 
| |) | E 
0 1 -( I 0/' 
kuri aiškiai neteisinga. 


Pratimai 


1. Apskaičiuokite sandaugą: 


1 3 4./1 —2 0 
(-2 -1 ) (s 1 -2). 
5 —1 0 | 2 =l 
14 9 —10 
Ats. (-: 2 
2 —11 2 


2. Kokios matricos A ir B tenkina lygybę 


(А + By = 42--2AB 4- Bš? 


Ats. Air В — vienodos eilės kvadratinės matricos, susietos lygybe AB= BA. 
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$ 14. Маїгісоѕ rangas 


Kiekviena matrica teikia tam tikrą informaciją. Pavyzdžiui, surašius 
algebros kontrolinio darbo pažymius į matricą ta tvarka, Копа mokiniai 
sėdi suoluose, matricos elementai „informuos“, kaip buvo įvertintos mo- 
kinių Žinios. 

Intuityviai manome, kad iš dviejų matricų daugiau informacijos su- 
kaupia „didesnė“, t.y. turinti daugiau elementų matrica. Tačiau ši mintis 
klaidinga, nes matricoje gali būti elementų, neteikiančių naujos informa- 
cijos: tokius elementus ir jų informaciją galima apibūdinti ir iš kitų ele- 
mentų gauta informacija. Jei, pavyzdžiui, bet kurio trečioje eilėje sėdin- 
čio klasės mokinio kontrolinio darbo pažymys yra prieš jį sėdinčių pirmoje 
ir antroje eilėje mokinių pažymių aritmetinis vidurkis, tai, Žinodami pir- 
mųjų eilių dviejų mokinių pažymius, galėsime pasakyti, kokius pažymius 
gavo trečiosios eilės mokiniai. Taigi matricos didumas dar nenulemia 
jos vertės — svarbu ir sąryšiai, siejantys jos elementus. 

Jau minéjome, jog т x n-matricos eilutes galime laikyti »-mačiais vek- 
toriais. Todėl joms galime taikyti vektorių terminologiją: kalbėti apie 
matricos eilučių sumą, бесіпе kombinaciją, tiesiškai nepriklausomas ei- 
lutes. Pavyzdžiui, matricos 


2 —1 1 0 
A=| 3 | 3 2 
—1 à 1 2 


antrąją eilutę vadinsime jos pirmosios ir trečiosios eilutės tiesine kombina- 
cija, nes antrosios eilutės elementai gaunami, sudėjus kiekvieno stulpelio 
trečiosios ir dvigubos pirmosios eilutės elementus. 

Jei kuri nors matricos eilutė yra kitų eilučių tiesinė kombinacija, tai 
ji neteikia „savos“ informacijos. Vadinasi, kuo daugiau tiesiškai nepriklau- 
somų eilučių yra matricoje, tuo daugiau informacijos turi ta matrica. 
Todėl natūralu matricos informacijos kiekį matuoti jos tiesiškai nepri- 
klausomų eilučių skaičiumi. 

Matricos rangu vadinamas jos tiesiškai nepriklausomų eilučių didžiau- 
sias skaičius. 

Kitaip sakant, matricos 4 rangas yra lygus r, jeigu joje galima rasti r 
tiesiškai nepriklausomų eilučių sistemą S, o kiekviena sistema, sudaryta 
iš daugiau matricos A eilučių, jau yra tiesiškai priklausoma. Matricos A 
rangą žymėsime simboliu г (A). 

Įrodysime, kad bet kuri matricos A eilutė yra sistemos S eilučių tiesinė 
kombinacija. Tuo tikslu sistemos S eilutes pažymėsime raidėmis ay, а», 

„.„a,. Kadangi 


а=0.а,+...+0-а,_,-++1-а+...+0<а,‚ (i=l, 2, ..., р), 
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tai lieka įrodyti, kad tiesine kombinacija galima išreikšti kiekvieną matri- 
cos A eilutę a, nepriklausančią sistemai S. Prijungę tą eilutę prie sistemos S, 
gausime sistemą S (а), kurioje yra 7+1 eilutė. Iš rango apibrėžimo iš- 
plaukia, kad S (a) — tiesiškai priklausoma sistema. Vadinasi, bent viena 
jos eilutė, sakykime а,, yra kitų eilučių tiesinė kombinacija su realiaisiais 
koeficientais Со, ..., Cp, c: 


Я = cs ào + ә е ә +c,8,+ ca. 


Koeficientas c+0, nes priešingų atveju (kai e=0) iš tos formulės gau- 
tume lygybę 
а, = с,а, + ... + c, ap 


prieštaraujančią sistemos S eilučių tiesiškam nepriklausomumui. Taigi 
с+0. Todėl pirmąją lygybę galime užrašyti šitaip: 


а = (1/с)а, — (c/c) a — ... — (с,/е)а,. 


Teiginys įrodytas. 

Atvirkštinis teiginys taip pat teisingas: jei matricos A bet kuri eilutė 
yra tos matricos tiesiškai nepriklausomų eilučių а,, 25, ..., a, tiesinė kombi- 
nacija, tai r(A)=r. 

Tarkime priešingai: matricos A rangas r(A)=+>r. Tuomet galėsime 
rasti "sistemą S, sudarytą iš tiesiškai nepriklausomų matricos A eilučių 
а„, 85, ..., 8,. Laikydami eilutes a, as, ..., a, matricos A eilučių baze, 
pagal bazės vektoriaus keitimo taisyklę ($ 10) r sistemos S, vektorių gali- 
me pakeisti vektoriais aj, аз, ..., а, Gausime tiesiškai nepriklausomų 
eilučių sistemą S“, kuriai be eilučių a,, а,, ..., a, priklausys bent viena sis- 
temos S, eilutė а, (k — vienas iš skaičių 1, 2, ..., £). 

Kita vertus, eilutė a; pagal atvirkštinio teiginio prielaidą yra eilučių 
а,, 85, ..., 8, tiesinė kombinacija. Todėl sistema S“ turi būti tiesiškai pri- 
klausoma. Gautasis prieštaravimas įrodo, jog prielaida г> е yra klaidinga. 
Taigi t=r. 

Vadinasi, matricos A rangas lygus г tada ir tik tada, kai r tiesiškai 
nepriklausomų jos eilučių tiesinė kombinacija yra kiekviena matricos A 
eilutė, 

Kaip apskaičiuoti matricos A rangą? 

Nulinė matrica tiesiškai nepriklausomų eilučių neturi, todėl jos rangas 
lygus 0. Nenulinėje matricoje A yra nenulinių eilučių. Imkime vieną iš jų. 
Jei kitas matricos A eilutes galima gauti dauginant tą eilutę iš tam tikrų 
realiųjų skaičių, tai r (A)=1. Priešingu atveju matricoje A bus eilutė, kuri 
kartu su pasirinktąja eilute sudarys tiesiškai nepriklausomų eilučių dveje- 
tą. Toliau tenka nagrinėti kitas matricos A eilutes ir žiūrėti, ar jos yra su- 
daryto eilučių dvejeto tiesinės kombinacijos ir t.t. Po baigtinio tokių Zings- 
nių skaičiaus turėsime matricos A tiesiškai nepriklausomų eilučių sistemą, 
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"kurios eilučių tiesinė kombinacija bus kiekviena matricos A eilutė. Tos 
sistemos eilučių skaičius ir yra matricos A rangas r (A). 

Kai kurių matricų rangą apskaičiuoti labai paprasta. Viena iš tokių 
matricų yra nulinė: jos rangas lygus nuliui. Taip pat nesunkiai randamas 
rangas matricos, kurios kiekviename stulpelyje ir kiekvienoje eilutėje yra 
ne daugiau kaip vienas vienetas, o kiti elementai — nuliai. Tokias matri- 
cas vadinsime kanoninėmis ir žymėsime raide K. Kanoninės matricos ran- 
gas lygus jos vienetų skaičiui. Pavyzdžiui, matricos 


1 0 00 
K=>|0 0 I 0 
0000 


rangas r (K)=2. Iš tiesų, matricos K dvi pirmosios eilutės tiesiškai nepri- 
klausomos, nes jų tiesinė kombinacija su realiaisiais koeficientais 


c, (1; 0; 0; 0)++с„(0; 0; 1; 0) = (e; 0; с»; OY 


yra nulinis vektorius (0; 0; 0; 0) tik tada, kai с, =0 ir e,=0. Kadangi tre- 
čioji matricos eilutė yra pirmųjų jos eilučių tiesinė kombinacija su ly- 
giais nuliui koeficientais, tai r (K)=2. 

Šiuo rezultatu labai džiaugtis neverta, nes dauguma pasitaikančių 
matricų nėra kanoninės. Todėl iškyla uždavinys — išsiaiškinti, kaip reikia 
keisti eilutes ir stulpelius, norint iš bet kokios matricos gauti to paties 
rango kanoninę matricą. 


Iš matricos 


а dis - 03, 
A=| 921 02 An 
A m? Am? mn 


eilučių sudarytą n-mačių vektorių sistemą pažymėkime raidėmis 
а, do, ..., ame (1) 


Jei r (A)=r, tai (1) sistemoje yra posistemis iš r tiesiškai nepriklausomų 
vektorių (apibrėžtumo dėlei juos žymėsime a,, az, ..., a,), kurių tiesinė 
kombinacija yra kiekvienas (1) sistemos vektorius: 


а, = У, ак! 8, (к= 1, 2, ..., т); (2) 
i-1 


čia a,, — tam tikri realieji skaičiai. I$ analogijos su matricos eilutėmis (1) 
vektorių sistemos rangu laikysime skaičių r ir Zymésime šitaip: r=r (а; 
435; ...; 84). 
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Įrodysime porą vektorių sistemos rango savybių. 
Prie (1) vektorių sistemos prijungę jos vektorių tiesine kombinaciją su 
realiaisiais koeficientais 


b= 2. Ск ак, (3) 
k=l 


gausime to paties rango vektorių sistemą. 
Iš tikrųjų, remiantis anksčiau minėta prielaida, sistemos 
а,, 45, ..., ам, b (4) 


pirmieji г vektorių yra tiesiškai nepriklausomi, о bet kuris iš vektorių 
a,, 85, ..., m уга jų tiesinė kombinacija. Įrašę vektoriaus a, (2) išraišką 
1 (3) formulę, gausime lygybę 


m v г т r 
b= >, Ck > аа = У, (È с, ан a= У, d; 8i, 
k-1 i= j=l k=l j=l 


m 
kurios koeficientas 4, = p Cap; (i= 1, 2, ..., r). Vadinasi, vektorius b 
k=l 
yra k vektorių а;, 85, ..., a, tiesinė kombinacija. Todėl r(a,; а,; 
..., 85) = (81; aa; ...;а„; D). 

Teisingas ir atvirkštinis teiginys: ¿šbraukę iš rango r n-mačių vektorių 
sistemos vektorių, kuris yra kitų jos vektorių tiesinė kombinacija, gauname 
rango r vektorių sistemą. 

Sakykime, a, yra kitų (1) sistemos vektorių tiesinė kombinacija. Jį 
išbraukę iš (1) sistemos, turėsime šitokią sistemą: 


йу жузу = (5) 


Todėl (1) vektorių sistema sutaps su (5) sistema, papildyta tam tikra jos 
vektorių tiesine kombinacija. Iš čia, remiantis ankstesniu teiginiu, išplau- 
kia lygybė r (а,; 85; ...; аи) = (a2; ...; am), kurią ir reikėjo įrodyti. 

Dabar aptarsime matricos eilučių ir stulpelių veiksmus, kuriais iš vienos 
matricos galima gauti kitą to paties rango matricą. 

1°. Prie bet kurios matricos A eilutės pridėję kitą eilutę, padaugintą iš 
bet kokio realiojo skaičiaus, gausime matricą, kurios rangas lygus matri- 
cos A rangui. : 

Sakykime, matricos 4 eilutés sudaro (1) vektoriu sistema. Tuomet 
prie matricos A vienos eilutės (pavyzdžiui, pirmosios) pridéje kitą eilutę 
(sakykime, antrąją), padaugintą iš realiojo skaičiaus с, vietoj (1) sistemos 
turėsime šitokią: 

b =a +са,, 85, ..., а„. (6) 
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Kadangi vektorius b, yra (1) sistemos vektorių tiesinė kombinacija, tai 
vektorių sistemos 


а,, 35, ..., а, Б, (7) 
rangas lygus (1) sistemos гапош. Bet 
a,=b,—-c3,. 
Todėl 
г(а,; а; ...; am b)=r(a ...; am by), 
Iš šių samprotavimų išplaukia: 
r(a; 3, ...; am) =r (bi; az ...; ам). 

2°. Bet kurią matricos A eilutę padauginę iš nelygaus О realiojo skaičiaus, 
gauname to paties rango matricą. 

Kad tuo įsitikintume, padauginkime vieną matricos A eilutę (pavyz- 


džiui, antrąją) iš realiojo skaičiaus c+0. A eilutes laikydami (1) sistemos 
vektoriais, padauginę gausime: 


41, b,—ca,, enep Amo (8) 


Kadangi b, yra (1) sistemos vektorių tiesinė kombinacija (b;=0a, + ca, + 
+... +ба„), tai sistemos 


а,, 3, ..., а„, b, (9) 


rangas lygus (1) vektorių sistemos rangui. 


Kita vertus, (8) vektorių sistema gaunama iš (9) sistemos, išbraukus 
vektorių a, kuris yra kitų (9) sistemos vektorių tiesinė kombinacija: 
a,=02, +0a,+ ... +0a,,+(1/c) b,, todėl 


г (а; 35; ...; am b, =r(a, b, ...; am), 
Vadinasi, 
г (а,; 35; ...; а„)=к(а,; са,; ...; am) 


Nagrinėtieji matricos eilučių veiksmai vadinami elementariq ја eilučių 
kaityba. 

Matricos stulpelius taip pat galima laikyti vektoriais, nes kiekvienas 
stulpelis yra vertikaliai surašytų realiųjų skaičių rinkinys. Jei matrica A 
turi m eilučių, tai jos stulpeliai yra m-mačiai vektoriai. Stulpeliu vektorių 
savybės analogiškos eilučių vektorių savybėms, todėl galima sakyti, jog 
stulpelių vektoriai yra lygiaverčiai eilučių vektoriams. 

Su matricos stulpeliais galima atlikti tokius pat veiksmus, kaip ir su 
jos eilutėmis. | 

Įrodysime, kad, elementariai kaitant matricos A stulpelius, iš jos gau- 
nama to paties rango matrica. 
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Sakykime, matricos A eilučių vektoriai a,, а,, ..., 2 „ (sudarantys (1) 
sistemą) tenkina lygybę 


са T+c,a, + ... +c, a, = 0, (10) 


kurios koeficientai c,, Cə, ..., Cm — realieji skaičiai. Savaime suprantama, 
ši lygybė yra teisinga tada ir tik tada, kai jos vektorių vienodo numerio 
komponentų tiesinė kombinacija su koeficientais c, yra lygi nuliui: 


>; C, G j = 0 (1=1, 2, ..., л); (11) 
к= | 


čia п — matricos A stulpelių skaičius. 

Padauginę vieną matricos A stulpelį, pavyzdžiui, pirmąjį, iš realiojo 
skaičiaus cZ0, gausime matricą A,, kuri skirsis nuo A daugiausia vienu 
stulpeliu. Todėl 4, eilučių vektorių j-aji komponentą (j=2, ..., n) sies 
(11) formulės atitinkamos lygybės. Pagal pastarosios formulės pirmąją 
lygybę 


> с, (саа) =с У ap =c0=0. (12) 
k=l k=l 


Iš čia aišku, kad A, eilučių vektorių tiesinė kombinacija su koeficientais 
c, lygi 0. 

Kadangi, padauginus 4, pirmąjį stulpelį iš 1/с, gaunama matrica A: 
tai (11) formulė, kai j=1, уга (12) lygybės išvada. 

Taigi matricos A, eilučių vektorių tiesinė kombinacija su koeficientais 
c, yra nulinis vektorius tada ir tik tada, kai teisinga (10) lygybė. 

Dabar panagrinėkime matricos stulpelių elementariosios kaitybos 
antrąjį veiksmą. Jei, pavyzdžiui, 4, buvo gauta iš matricos A, prie pasta- 
rosios pirmojo stulpelio pridėjus antrąjį stulpelį, padaugintą iš realiojo 
skaičiaus b, tai A, pirmasis stulpelis sudarytas iš skaičių aa + ba,4 (k=1, 
2, ...,m). Kadangi 


2. с, (aa + Бак») = >, скал +b p? Ck yg; (13) 
k=1 k=! k=l 
tai iš (11) formulės dviejų pirmųjų lygybių (kai j=1, 2) išplaukia, jog (13) 
tiesinė kombinacija lygi 0. 

Atvirkštinis teiginys akivaizdus: iš lygybių 


2 с, (а + ba,,) =Q ir > Ck Ag = 0 (j=: 2, V5) 
km] k=! 
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visuomet išplaukia lygybės 
> aaj-0 (j21, 2, ..., n). 
k-l 


‘Vadinasi, matricos A, eilučių vektorių tiesinė kombinacija su koefi- 
cientais су, €», ..., Cm yra nulinis vektorius tada ir tik tada, kai matricos A 
eilučių vektoriai tenkina (10) lygybę. 

Iš pateiktų samprotavimų išplaukia, kad, elementariai kaitant matri- 
cos A stulpelius, iš tiesiškai nepriklausomų eilučių gaunamos vėl tiesiškai 
nepriklausomos eilutės, t.y. gaunama to paties rango matrica. 


Dabar paaiškinsime, kaip, elementariai kaitant matricos eilutes ir stul- 
pelius, iš bet kurios matricos galima gauti kanoninę. Kartu išspręsime ir 
uždavinį, minėtą šio paragrafo pradžioje. Sprendimo idėja išryškėja iš 
tokio pavyzdžio. 


Matricą 
2 ] 0 1 
А= 1 —1 3 5 
3 2 —1 0 


elementariąja kaityba pertvarkykime į kanoninę matricą K. 

Jei susitarsime sudėtį vaizduoti rodyklėmis, o daugybą — atitinkamais 
daugikliais, parašytais prie pertvarkomų matricos eilučių ar stulpelių, 
tai matricos A pertvarkymą į kanoninę vaizduos šitokia matricų eilė: 


2 J] Q I о 1 0 0O0wi(-2)1 
dio заа 5 x) » 


з 2 —10/ \-1 2 -1 -2 
EU =I 
01 о оу 7/0 1 0 OM 
L зо з 6l- [00 з 0)l3- 
-1 0 -1 -2/ No o -1 0/ 
-1  -2 
/01 оо 0100 
оо оо [о о о о]=к. 
оо -1 0/(-) Noo 10 


Vadinasi, г (4) =2. 
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Įsivaizduokime, kad matrica A — klasės lenta, kurioje sukabinti iš 
skardos iškirpti numeriukai — matricos elementai. Pasukus lentą šonu, 
visi numeriukai pasisuks 90° kampu. Kiekvienas numeriukų „stulpelis“ 
virs „eilute“. Todėl galėsime kalbėti ir apie ,,pasuktos“ matricos А’ rangą. 
Su matricos A" eilutėmis atlikę matricos A stulpelių elementariaja kaitybą, 
o su matricos 4’ stulpeliais — matricos A eilučių elementariąją kaitybą, 
gausime kanoninę matricą К’, kurios vienetų skaičius bus lygus matri- 
cos A kanoninės matricos K vienetų skaičiui. Todėl galima teigti, kad mat- 
гісу A ir A" rangai yra lygūs: r (4) —r (A^). 

Iš pastarosios lygybės gauname labai svarbią išvadą. 

Matricos rangas lygus jos tiesiškai nepriklausomų stulpelių didžiausiam 
skaičiui. 

Taigi ir čia tinka patarlė: iš kurios pusės bevalgytum bandelę, sotus 
būsi vienodai. 

Pavyzdys. Norint atidaryti seifą, reikia jo skalėje dviem specialaus 
kodo raktais surinkti sveiką nenulinį vektoriaus (3; 1; 5) kartotinį. Apsu- 
kus vienąkart raktą pagal laikrodžio rodyklę, jo kodo skaičiai pridedami 
prie skalės skaičių, apsukus vienąkart priešinga kryptimi — atimami. 
Ar atidarys seifą įsibrovėlis, turintis du raktus, kurių kodai (2; 1; 3) ir 
(1; 2; 3), jei seifo skalės skaičiai sudaro vektorių (0; 0; 0)? 

Sprendimas. Seifas atsidarys, jei vektorius (3; 1; 5) bus vektorių 
(2; 1; 3) ir (1; 2; 3) tiesinė kombinacija. Tuomet šie vektoriai bus tiesiš- 
kai priklausomi, todėl jų sudarytos matricos А rangas bus mažesnis ий 
tris. 


Apskaičiuosime matricos A rangą: 


3 1 5\1(-1) 10 2 10 2 
A-[2 1 3 - 21 3-1 o1 of» 
| 2 3/2 3 D 3 3. 10 8 
UR -3 ы 

1 0 1 0 0 L 0 0 1 

~{ 0 10]-[ 0 1 0/- 40 1 0 

—3 0 0 293-0. 0 100 

— (1⁄3) 


Kadangi г (4) =3, tai įsibrovėlis seifo neatidarys. 
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Pratimai 


1. Apskaičiuokite vektorių sistemos a,=(3; 2; 1; 2), а,=(2; 1; —2; 8), a,=(4; 
3; 4; 20) rangą. 
Ats. r=3. 


2. Koks turi būti skaičius a, kad matricos 


—] 2 3 1 
Í 2 l 1 E) 
0 — a ] 


——————$ 15. Ar visada verta spręsti tiesinių lygčių 
sistemą! 


rangas būtų lygus 2? 
Ats. а= —7. 


Kai kurios tiesinių lygčių sistemos, kaip žinome, sprendinių neturi. 
Pavyzdžiui, tokia yra sistema 
| 2x+3y=4, 
2x -3y = 5, 


nes tų pačių skaičių suma kartu negali būti lygi 4 ir 5. Na, o kaip reikėtų šį 
klausimą spręsti, turint sudėtingesnę lygčių sistemą? Ar, norint įsitikinti, 
kad lygčių sistema sprendinių neturi, būtina ją spręsti ir gauti kokią nors 
absurdišką lygybę, pavyzdžiui, 2=5? 

$ klausimą galima išsiaiškinti kur kas paprasčiau, nesprendžiant sis- 
temos: pakanka tik palyginti dviejų matricų rangus. 

Parodysime, kaip tai padaryti. Nagrinėsime tiesinių lygčių sistemą 


J а X 4 dis Xa ... + ain x, b, 
2 X, + а Xa Fer F aan Xa = ba, (1) 


а Ху T та Xa + Deng Hamn X, = bms 


kurios koeficientai ir laisvieji nariai — realieji skaičiai. Iš koeficientų prie 
kintamųjų sudarome sistemos matricą 


A=| 1 4 -- Gaa |. (2) 
Ami @та Amn 
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Priraše dešinėje jos pusėje laisvųjų narių stulpelį, gausime išplėstąją mat- 
ricą 


03 ау Ain b, \ | 
А=| 1 de .-- аһ b, ; (3) 
21 Am2 Amna Dm 


Suformuluosime vadinamąją Kronekerio ir Kapelio teoremą. 

Tiesinių lygčių sistema turi sprendinių tada ir tik tada, kai sistemos mat- 
ricos rangas lygus išplėstosios matricos rangui. 

Įrodymas. Tarkime, kad (1) lygčių sistema turi sprendinį: х, =C» 
хә= сә, ...,х„=с„. Jj įrašę į sistemos lygtis, turėsime m lygybių: 


411 ci + 042 бо + ... Ta, C, = А, 
азу с: + Goo Cg + аз + as, €, = Ds, (4) 


оо ө 9 э э ө @ э 9 ç o 9 9? €* э е эе е 9 э 


ат С1 T amo ca +... Famn Cn = бы. 


Jei matricos A stulpelius laikysime vektoriais a,, ао, ..., аи, b, tai (4) lygybes 
galėsime sujungti į vieną vektorinę lygybę: 


с.а; + C; a, + э ө э + с, а, =, 


iš kurios aišku, kad vektorius b yra vektorių а,, а,, ..., a, tiesinė kombina- 
cija. Vadinasi, išbraukę jį iš sistemos а,, a;, ..., &,, b, gausime to paties 
rango vektorių sistemą. Todėl 


r(a 85; ...; а) =Р (а; 35; ...; а„; b). 


Tai reiškia, kad sistemos matricos rangas lygus išplėstosios matricos гап- 
gui: r (4) = (A). 
Atvirkščiai, jei sistemos matricos ir išplėstosios matricos rangai lygūs: 


r (4) »r (A) =, (9) 


tai matricoms А ir А galime parinkti tą pačią didžiausią tiesiškai nepriklau- 
somų stulpelių ` sistemą 5. Paprastumo dėlei laikysime, kad tą sistemą 
sudaro matricos A pirmieji r stulpelių i ir žymėsime juos vektoriais ат, ао, .. 

a,. Kiekvienas matricos A (taigi ir matricos A) stulpelis yra jų vektorių 
tiesinė kombinacija. Vadinasi, jų tiesinė kombinacija bus ir laisvųjų narių 
stulpelis b: 
b= 4, а, +-2,а, +... +d, a; (6) 


| a 
čia d,, d,, ..., d, — tam tikri realieji skaičiai. 
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Jei rangas г mažesnis už kintamųjų skaičių л, tai (6) lygybėje nebus 
sistemos matricos stulpelių a,+;, ..., аи. Kadangi nulio ir bet kokio vekto- 
riaus sandauga yra nulinis vektorius, tai (6) lygybę galima užrašyti šitaip: 


b=4,a,+d,a, + е 5 +d.a,+0a,,,+ “+ о +0а,. 


Abiejose tos lygybės pusėse sulyginę vektorių to paties numerio kompo- 
nentus, gausime 
а d, +a, d,+ .. š T a3, d, +a, „„10+.. . На, 0 =b, 
a; d, +a d+.. . На, d, +a, E UP s ‚ На 0 = b,, 


lead cage dL ат, г+10+...+ат0О= bn. 
n (1) sistema. turi мшш Xi=Zd Xi dis ius X = -0. 
5 X =0. 
Pavyzdys. Ištirkime, ar белан lygčių sistema 
pum 
Зх, + 2х. + хз = 1, 
| x; + 3x4 — 2х3 = 6 
turi sprendinį. 


Sprendimas. Sudarome sistemos matricą A ir apskaičiuojame jos 
rangą: 


91 1 0 I 10-21-39 
A=[3 2 1)-[-1 2 -1]| | = 
k -5 3 -5 | 

ei S 
01 0 01 о 
аре 6 =] (C9 -1 0 -1|- 
-5 0  5/| 00 0 
_1 
ото 0 0 
~{-1 0 о -pD<[ 1 0 0 
0 0 0 0 


Todėl r (4) 22. 
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Apskaičiuosime išplėstosios matricos rangą: 


2 1 1 1 01 о 01 (-2L(-3) 
4-{3 2 1 1|-[-12 -1 =l ^ 
I 3 -2 6 -5 3 -5 8/ | 

2 7 
01 0 O 0100 
.[-10 -1 -1]«4[-1 0 0 ой (-5) = 
-5 0 -5 3 -5 0 о 8/į 
a 
0100 0100 
[ооо (оо 
ооо 8/(1/8) \0 0 0 1 


Gavome r(4)=3. Kadangi r (A4) (4), tai tiesinių lygčių sistema spren- 
diniu neturi, ją spręsti nėra prasmės. 


Pratimas 


Kam lygus parametras a, jei sistema 
2x, + 3x, Àx4 + x, =2, 
| X1 Ха + Tx; + x¿ = 6, 
jx, toxa t X Tx =a 
turi sprendini? 
415. a= —2, 


S 16. Determinaniai 


Matricos eilučių „savarankiškumo“ matas yra jos rangas, rodas ma- 
дайва skaičių eilučių, iš kurių galima „,suklijuoti“ bet kurią kitą eilutę. 
Tačiau jis beveik neapibūdina atsktrų matricos elementų — vienodų rangų 
gali būti labai skirtingos matricos. 

Nemažai papildomos informacijos apie matricos elementus pateikia 
jos determinantas. Kvadratinės matricos determinantu vadinama pagal 
tam tikrą taisyklę sudarytų matricos elementų sandaugų algebrinė suma. 
Taigi determinantas yra skaičius, išreiškiantis dar vieną matricos elementų 
sąryšį. 


58 


2-osios eilės kvadratinės matricos 
ау ау 
Qoi ds 


411 (99 — A12 191, 


determinantas D lygus 


t.y. pagrindinės ir šalutinės įstrižainės elementų sandaugų skirtumui. 
2-osios eilės kvadratinės matricos A determinantą vadinsime 2-osios eilės 
determinantu ir Zymésime šitaip: 


| du аш 
= (1) 
Aa dos 
Toks žymėjimas labai patogus, nes kartu su determinantu pateikiama 
ау а» | 


ir matricos A „nuotrauka“. Skaičių galima vadinti tiesiog de- 


dy A22 
žerminantu. Eilutes ir stulpelius vadinsime atitinkamai determinanto ei- 
Jutėmis ir stulpeliais. 
2-osios eilės determinanto sąvoka atsirado, sprendžiant dviejų tiesinių 
lygčių su dviem kintamaisiais x, ir х, sistemą 
| d3; Xi + ау», Xa = bi, 
аз X, + аз Xo = bs. 


(2) 


Bet kuris jos sprendinys x, =c,, x= cs, be abejo, priklauso nuo sistemos 
koeficientų ir laisvųjų narių. Norėdami rasti tą priklausomybę, sprendinį 
įrašykime į (2) sistemos lygtis. Gausime tapatybes: 

an ci + 912 co = b, (3) 

421 C1 + 023 C9 = бә. 
Panariui sudėję pirmąją ir antrąją tapatybes, padaugintas atitinkamai 
15 ао» Ш —ays, turėsime: 

(411 аза — A12 A21) C1 = Б, aos — йу» bs. 

Vadinasi, kai аа K ai 0891 > 0, 


= b, аз — ау bs 
(Git 033 — 043 O51 


(4) 
(3) formulės pirmąją tapatybę padauginę iš —a,, o antrąją — iš аң ir 
panariui sudėję, analogiškai gausime 


— tn b,—b, а», 
A11 033 — 0,3 Go 1 


(5) 
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Gautoji sprendinio išraiška gana sudėtinga. Dėl gausybės indeksų 
nelengva įžvelgti joje kokį nors dėsningumą. Naudojantis determinan- 
tais, (4) ir (5) formules galima supaprastinti ir padaryti vaizdesnes. Iš tie- 
SU c, ir с, išraiškų vardiklis уга (2) sistemos koeficientų determinantas 


а dig 


D= 


= 031 022 — йүә Go1. 
a21 G 


Palygine D su (4) ir (5) išraiškų skaitikliais, įsitikiname, kad jie nuo deter- 
minanto D skiriasi atitinkamai tik pirmuoju arba antruoju stulpeliu. 
Kiekvieną tų stulpelių sudaro (2) sistemos laisvieji nariai, todėl 

|5, аз ar Di | 
b, 
Pažymėję gautuosius determinantus atitinkamai raidėmis D, іг D,, (2) 
sistemos sprendinį galėsime užrašyti šitaip: 

c,= D,/D, с. = D.D. 

Tos formulės vadinamos Kramerio formulėmis, о šis sprendimo būdas — 
Kramerio taisykle. Taigi Kramerio taisyklė — vienas iš daugelio determi- 
nanto pritaikymų. Pabrėšime, kad ši taisyklė buvo įrodyta, remiantis prie- 
laida 4,1822 — аа = D=0, todėl ji taikoma tik tokiai dviejų lygčių su 
dviem kintamaisiais sistemai, kurios determinantas D nelygus 0. 

Pavyzdys. Išspręsime lygčių sistemą e 

| 2x— 3y = —5, 
3х + 2у = 12. 

Sprendimas. Kadangi sistemos determinantas 

| 2 
КЕ 
tai galime taikyti Kramerio taisyklę. Apskaičiuosime 
—5 —3 
12 2 
Taigi x=26/13=2, y=39/13=3. 

Įrodysime svarbiausias 2-osios eilės determinantu savybes. Prieš tai 
pateiksime vieną apibrėžimą. 

Jei matricos A eilutes, nekeisdami jų tvarkos, parašysime stulpeliais, 
tai gausime fransponuotq matricą, kurią žymėsime raide 4’. Pavyzdžiui, 


‚ 21 b2 — bi а» = 


b, Gos — Ara b, = 


as b, | 


—3 
о |-449-1840, 


2 —5 
D, = = —10+36=26, D,= 24 +15=39. 


3 12 


12 13 
matricos 4 = 9 d transponuota .matrica yra A = 4 ). 
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l^. Matricos determinantas yra lygus jos transponuotos matricos determi- 
nantui. 
Teiginys akivaizdus, nes 


а1 dis | ап ац i 
= (133 @25 77 Aig A21 — dy, d53 — а аә — | . 

Qa Gap | | 912 Ono | 

Išvada. Determinanto eilutės ir stulpeliai yra lygiaverčiai — jie turi 
tas pačias savybes. Todėl toliau formuluosime ir įrodinėsime tik deter- 
minanto eilučių savybes. 

2°. Sukeitus dvi determinanto eilutes vietomis, pasikeičia tik determi- 
nanto ženklas. 

Iš tikrųjų, palyginę determinantus 


{ 


| 
р au dia . 
= = 0311 055 — Чү; 09, И 
051 Q5» 
5 Gor op 
== = (91 0412 — A22 044 = — (4.1 922 — 015 421) J 
ау а} 


matome, kad jie skiriasi tik ženklu, todėl 
D — — D. 


Išvada. Determinantas, kurio dvi eilutės vienodos, lygus 0. | 

Sukeitę vienodas determinanto eilutes vietomis, turime: D=D. Pagal 
9° savybę D= — D, todėl D= — D, arba 2D=0. Vadinasi, D=0. 

3°. Padauginę determinanto eilutės elementus iš skaičiaus, determinantą 
padauginame iš to skaičiaus. 


a E y 
11 0 ir 5- 


Я 992 
lusis skaičius). Тези] įrodome, apskaičiavę determinantą D: 


сауу Сй 


Imkime determinantus D = | (c — rea- 


A21 @23 


D = са, Agg — Сау» 051 = € (a1 Gss — d15 йоу) = cD. 


1 išvada. Determinanto eilutės elementų bendrą daliklį galima iškelti 
prieš determinanto ženklą. 

2 išvada. Determinantas, kurio dvi eilutės proporcingos, lygus О. 

Iš tikrųjų, vienos eilutės proporcingumo koeficientą iškėlę prieš deter- 
minanto ženklą, gausime determinantą su dviem vienodomis eilutėmis; 
jis lygus 0 pagal 2“ savybės išvadą. 

4°. Jei visi vienos determinanto eilutės elementai yra dviejų dėmenų 
sumos, tai jis yra lygus sumai dviejų determinantų, kurių viename sumos pa- 
keistos pirmaisiais dėmenimis, kitame — antraisiais dėmenimis. 
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Irodysime tai. Sakykime, 


| au ау» | | ц 412 


р =] , D = 
| bart Сар beet Cop | bar bog | 


Tuomet 


D = a (bog + C22) — ays (bs) + C21) = ауу бо + ауу C22 — 413 bx — 
— ауз Си = (911 Dg — ау» бл) + (ауу C22 — дуз C21) = D +D". 


Ši savybė vadinama ,,determinantu sudėties“ taisykle. 


Išvada. Prie determinanto D eilutės elementų pridėjus kitos eilutės ati- 
tinkamus elementus, padaugintus iš bet kokio realiojo skaičiaus, gaunamas 
determinantas, lygus D. 

T : | 811 Ge | 

Pavyzdžiui, prie determinanto D =! | 

е ° . °” | 221 аф | ° ° е е 
mentų pridėję antrosios eilutės elementus, padaugintus iš skaičiaus с, 
gausime determinantą 


pirmosios eilutės ele- 


| 

| а + Са q+ ca, | 

„= | 
O51 055 | 


Remiantis 4° savybe, D, galima išreikšti šitaip: 
ау» | 
dos | 


Саз Саз 


' | a 
11 
D, = | 
021 41 A22 


Antrojo determinanto eilutės proporcingos, todėl jis lygus 0. Vadinasi, 
D= D. 


Pratimai 


1. Apskaičiuokite sistemos 
6x+7y+ 13=0, 
| 5х—19у—14=0 
sprendinį pagal Kramerio formules. 
Ats. x=y= —1. 
2. Irodykite, kad 


я : / (c(cx +d)) (cZ 0). 
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$ 17. Kam lygus ,,valdoviu" determinantas! 
Apibrėšime 3-osios eilės determinanta. Nagrinékime 3-osios eilės kvad- 
ratinę matricą 
ај а 83 
А=| an а аз 


аз зә аз; 


Jos determinantu laikysime skaičių D, sudarytą iš matricos A elementu 
pagal taisyklę: 


D = ауу ass Gss + а 893 Asi + @\з A21 Gss — A13 d23 43 — ау A21 Gss — 
— Ви Gos @з». (1) 


Trečiosios eilės kvadratinės matricos determinantas dar vadinamas 3-osios 
eilės determinantu, o (1) išraiška — Sariuso taisykle. 
Pažymėję 3-osios eilės determinantą simboliu 


| Qj; 45 Q3g 
D =, dm аз аз |, (2) 
| аз Gap “dg 


Sariuso taisyklę galime pavaizduoti šitaip (26 pav.): 


SEE 


26 pav. 
4 1 6 
Pavyzdys. Apskaičiuokime determinantą D=|7 2 9 
3 0 8 


Sprendimas. Remdamiesi Sariuso taisykle, gauname 
р=4.2.8+1.9.3+6.7.0—6.2.3-—1.7.8—4.9.0= 
= 64 +27 — 36 – 56 = - 1. 


Išbraukę (2) determinanto eilutę ir stulpeli, kurių sankirtoje yra elemen- 
tas a;; (1 <i, j <3), iš kitų determinanto D elementų sudarysime 2-osios 
eilės determinanta. Л vadinsime elemento a,; minoru ir žymėsime М,,. 
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а 
Pavyzdžiui, elemento 4,5 minoras М». = | Il Е . Sandauga (— 1)  M,,- 
31 32 

= 4;; vadinama elemento а) adjunktu. Todėl determinanto elemento 
adjunktas arba lygus minorui, arba skiriasi nuo jo tiktai Zenklu. 

Nesunku jsitikinti, kad 3-osios eilés determinantas lygus jo bet kurios 
eilutės elementų ir ju adjunktų sandaugų sumai. Įrodysime, pavyzdžiui, 
kad (2) determinantas 


D = as Аз + ass Аз» + a.s Азд: (3) 
Imkime determinanto D (1) išraišką ir sugrupuokime jos narius, iškel- 
dami prieš skliaustus trečiosios eilutės elementus: 
D = азу (615 A23 — аз A22) + аз» (йуз A21 — дүү аз) + ass (au Aaa — дуз 021); 
arba 
D = аз (ауз Gos — ds A22) — Aso (@11 A23 — дуз 421) + ass (an das — дә 81). 


Reiškiniai skliaustuose yra determinanto D trečiosios eilutės elementu 
minorai: 


| Gio dis = | 411 413 | - M 
į 022 ds | | a1 Я оз 
aa dq | 
ау 025 — 212 də; = = M ss. 
Qoi Ang | 
Vadinasi, 
D = azı M3; — аз Мзз + ass Муз. 
Tačiau | 


Ма =(- 1341 М», = А, — My = (— 1+2 Mas = Аз, 


Ms = (— 1+3 Mas = Ass, 
todėl 
D =аз Аз + ass Аз» + ass Ass. 

(3) formulė vadinama determinanto D skleidiniu trečiosios eilutės ele- 
mentais: 

Visiškai analogiškai įrodytume, kad 3-osios eilės determinantą galima 
išskleisti bet kurio jo stulpelio elementais. 

Pavyzdys. Išskleiskime determinantą 


i = 9 
D=|3 ° 1] 
2 1 2| 


jo antrojo stulpelio elementais. 
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Sprendimas. Apskaičiuojame antrojo stulpelio elementų adjunktus: 
3 | 
Азза =(— 11+? = —(6—2)= —4, 
а(н) „|=—(6-®) 


112 


Ал - (7 1j 


i |= 0-95 


Todėl 
D=-—1-(-4)+2-(-2)+1-5=4-4+5=5. 


3-osios eilės determinantas D turi visas 2-osios eilės determinanto savy- 
bes ($ 16, 1?—4?). Jos irodomos tuo pačiu metodu: determinanta Р iš- 
skleidžiame tinkamos eilutės elementais ir nagrinėjamą savybę pritaikome 
skleidinio minorams. 
inome, kad determinanto D eilutės elementų іг jų adiunktu sandaugų 
suma lygi D. Na, o ką gausime, sudėję vienos eilutės elementų ir kitos ei- 
lutės atitinkamų elementų adjunktų sandaugas? Kam lygi, pavyzdžiui, 
antrosios eilutės elementų adjunktų ir trečiosios eilutės atitinkamų elementų 
sandaugų suma? Išnagrinėję lygybę 


as, А + а Ass + а:з Аәз =D, 


įsitikiname, kad suma 42:14, +234, +334 yra determinantas D, 
gautas iš determinanto D, pakeitus jo antrosios eilutės elementus atitinka- 
mais trečiosios eilutės elementais: 


= Ga Чо аз 
D = ası Ga dass 
Gs Gs аз 
Šis determinantas lygus 0, nes dvi jo eilutės yra vienodos. Todėl vienos ei- 
lutės elementų ir kitos eilutės atitinkamų elementų adjunktų sandaugų 
suma visuomet lygi 0. 

Algebroje nagrinėjami ir aukštesnių eilių determinantai. Jie apibrėžia- 
mi, remiantis determinanto skleidiniu eilutės elementais, kai n-osios eilės 
determinantas išreiškiamas п — 1-osios eilės minorais. Analogiškai kiekvieną 
n —1-osios eilės minora galime išreikšti n — 2-osios eilės minorais ir, tęsdami 
šį procesą, po baigtinio žingsnių skaičiaus z-osios eilės determinantą iš- 
reikštume 3-osios eilės minorais, kuriuos mokame apskaičiuoti pagal 
Sariuso taisyklę. Procesas nesudėtingas, tačiau reikalauja daug „juodo“ 
darbo. Pavyzdžiui, skleidžiant 5-osios eilės determinantą, tektų apskai- 
čiuoti net 20 jo 3-osios eilės minorų. Skleidimas labai sutrumpėja, kai ei- 
lutėje, kurios elementais skleidžiame determinantą, yra daug nulių — ne- 
bereikia skaičiuoti tų adjunktų, kuriuos tektų dauginti iš nulio. 


5. Velktoriai ir matricos 65 


Kaip pertvarkyti determinantą, kad jo eilutėje būtų kuo daugiau nu- 
lių? Determinanto 4° savybės išvada ($ 16) teigia, kad determinantas ne- 
pasikeis, prie vieno jo stulpelio pridėjus kitą stulpelį, padaugintą iš bet 
kokio skaičiaus. Vadinasi, atlikdami veiksmus su stulpeliais, galėsime 
nenulinės eilutės elementus, išskyrus vieną, pakeisti nuliais. Skleidžiant 
determinantą tos eilutės elementais, reikės skaičiuoti tik vieną elemento 
ir adjunkto sandaugą 

Išdėstytą metodą pailiustruosime pavyzdžiais. 


“елы, ке 


Sprendimas. Prie 2-osios ir 3-osios eilutės pridėję 4-а]а eilutę, padau- 
gintą atitinkamai iš 2 ir 1, gausime 


2 —1 0 1 
|| -1 1 0 3 
P= 2 з o 2l 
— 1 l -1 2 
Jį skleisime 3-о]о stulpelio elementais: 
2 —1 1 | | — 1 | | 
D-(-1)(-1**|-1 1 3,>|-1 1 3 

2 3 2| 3 2| 
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Analogiškai pertvarke šį determinantą, gauname 
2 —1 1 | 0 -1 0 
1 31= 1 


lJ 4 
D=! =] 1 4|=(-1)(-1)1*2 » = 
9 3 " |8 3 5 | 
2 1 
=5—39= — 27. 


2 pavyzdys. Šachmatų lentoje galima taip pastatyti 8 valdoves, kad 
jos „„nekirstų“ viena kitos. Tokia padėtis pavaizduota 27 paveiksle. Jei į 
valdovių užimtus langelius įrašysime vienetus, о į kitus — nulius, tai ga- 
lėsime sudaryti 8-osios eilės determinantą 


10000000 
00100000 
00001000 
р_|0 000 о0о 10 
01000000 
00010000 
00000100 
00000001 


Apskaičiuokime ji. 
Sprendimas. Išskleidę determinantą paskutiniojo stulpelio elemen- 
tais, gausime 


1000000 
0010000 212111 
0000100 "T m 
Desde: KR | o gp 
0100000 Т 
0001000 ООА 
0000010 
10000 
00 100 RES 
xxx AE XE uo M. 
01 000 TT 
00010 
100 
= —(— 1)4+*0 0 ее S i 
0 1 O i 


Pratimai 


1. Išspręskite lygtį 


] 2 8 
1 3—x 3 |=0 
l 2 5+х: 
Ats. x= 1, х= —2. 
2. Apskaičiuokite determinanta 
34 1 5 
2876 
1054 
99 1 3 


Ats. —1125. 


$ 18. Atvirkštinė matrica 


Nagrinédami daugybą, susiduriame su atvirkštinio dydžio sąvoka. 
Aritmetikoje skaičiui c#0 atvirkštiniu yra vadinamas skaičius l/c. Kitaip 
tariant, skaičiui c atvirkštinį skaičių gausime, vienetą padaliję 15 с. Ma- 
tricai A atvirkštinės matricos taip apibrėžti jau negalime, nes, neapibrė- 
žus matricų dalybos, simbolio А (I — vienetinė matrica) prasmė nėra 
aiški. Taigi turėsime remtis kitokia taisykle. Kaip žinome, tarpusavyje 
atvirkštiniai skaičiai c ir 1/c susiję lygybėmis 


с.(1/с) = (1/е):с= 1. 


Todėl natūralu matricai А atoirkštine pavadinti matricą B, tenkinančią 
lygybę 
AB = BA = I. (1) 


Istirsime, kokios matricos turi atvirkštines, 

Žinome, kad dviejų matricų A ir B sandaugos matricos AB eilučių skai- 
čius lygus matricos A eilučių skaičiui, 4B stulpelių skaičius — matricos 
B stulpelių skaičiui. Vadinasi, (1) lygybę tenkinančios matricos A ir B turi 
būti vienodos eilės kvadratinės matricos. Todėl atvirkštinės gali turėti 
tik kvadratinės matricos. 

Kaip rasti atvirkštinę? Tai paaiškinsime, nagrinėdami trečiosios eilės 
matricą 

di do 4з 
A=| aa аз аз 


а: з 33 
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Vienas atvirkštinės matricos radimo būdų yra šitoks. Pažymėję teško- 
mosios matricos B elementus raidėmis, iš sąlygos 48 = I sudarysime tris 
tiesinių lygčių sistemas. Jų sprendiniai ir bus atvirkštinės matricos elemen- 
tai. Šis gana paprastas metodas turi vieną trūkumą — atima nemažai laiko. 
Žymiai mažiau sugaišime, ieškodami atvirkštinės matricos netiesioginiu 
metodu. | 

Taikant šį metodą, pirmiausia sudaroma matricos A prijungtoji mat- 
rica 


An 4А», Аз, 
4+ = Ais А» Ass 
As Аз Ass 


Ją gauname, matricos A eilučių elementų a;; adjunktus 4,, surašę kaip 
stulpelių elementus. Matricos A determinantą pažymėję raide Да, jo ei- 
lutės elementų ir adjunktų sąryšį ($ 17) galėsime išreikšti lygybe 


ра, kai i=k р 
an An taa atas Ав =] 0 kai izk (i, Kk z 1, 2, 3). 
Vadinasi, 
#11 912 dig Ап Ал Аз D4 0 0 
а 922 33 Аз Аз Аз |=| O D, 0 ‚ 
Яз Gy do Ais 453 Ass 0 0 DA 
arba 


АА+ = DAI. (2) 
Po to, remdamiesi determinanto D, stulpelio elementu ir adjunktu sąryšiu 


Ра, kai j=l 


ay Autan Antay An | 0 kai j#l (j, 1=1, 2, 3), 


analogiškai įrodome lygybę 
At A= DA I. (3) 
(2) ir (3) lygybės dešiniosios pusės vienodos, todėl 
АА+ = A* A=D, I. 


Jei matricos А determinantas D4 #0, tai visus pastarosios lygybės narius 
galima padalyti i$ D4. Gauname lygybę 


A (1/24) 4+ = (1/24) A* A=I, 
iš kurios aišku, kad matrica B=(1/D„) A* -yra atvirkštinė matricai А. 
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Kvadratinė matrica A gali turėti tik vieną atvirkštinę matricą. Tarkime, 
kad matrica A turi dvi atvirkštinės matricas В ir C. Tuomet yra teisingos 


lygybės 
AB=BA=1 ir AC=CA=1. 
Iš kairės padaugine abi lygybės 
АВ=1 
puses 15 matricos С, gauname 
C(AB)= CI, 


arba 
(CA) В = С. 


Kadangi СА =I, о IB= B, tai 
В= С. 


Atvirkštinės matricos vienatis įrodyta. 

Taigi trečiosios eilės kvadratinė matrica A, kai jos determinantas 
D,;0, turi vienintelę atvirkštinę matricą, kurią žymėsime simboliu А-1 
ir apskaičiuosime pagal formulę 


[An An An 
t = D, As Аз As]. (4) 
As Аз Ass 


Galima įrodyti, kad matrica A, kurios determinantas D, = 0, atvirkš- 
tinės matricos neturi. Tokia matrica vadinama išsigimusia. 
1 pavyzdys. Apskaičiuokime matricai 


210 
А=[ 3 0 5 
7 6 4 


atvirkštinę matricą. 


Sprendimas. Pagal Sariuso taisyklę matricos A determinantas 
D,=2-0-44+1-5-7+0-3-6-0-0-7-1 -3-4-2-5 -6=35-12— 
—60= —37. 
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Apskaiciuojame determinanto D4 elementų adjunktus: 


' 0 5 
Ag = (71921 |- — 30, Аз = (— 1)+? 
(6 4| 


1 O 
=—4 
6 d | 


] 
=(—1y5+1 
Aa=(—1 | 


0 |3 5 
E —(— 1 1+2 = 
4 5, Аш=(—1) ; 472. 


о 0 2 
4а=(— 1098 ; |=® Аз=(— 1)5*2 i |= –10, 
3 0 2 l 
As (— 1918. 5 |= 18 Aa=(-1 7 --5. 


i2 1 
Аз = (13 5 IEEE 


1 —30 —4 5 
А-1= —зу| 23 8 —10 
18 -5 -3 


Aukštesnių eilių matricų atvirkštines matricas skaičiuojame pagal 
formulę, analogišką (4). Jei, pavyzdžiui, A yra m-osios eilės kvadratinė 
neišsigimusi matrica, tai jos atvirkštinė matrica yra 


/Áu Aa... Am 


gg sea WE (5) 
А. Д ой 


ба А,, — matricos A determinanto D4 elemento а; ; adjunktas, 

Dviejų kvadratinių matricų sandauga gali būti nulinė matrica ir tuo 
atveju, kai nė vienas jos dauginamasis nėra nulinė matrica, bet, kai vie- 
nas dauginamasis yra neišsigimusi matrica, kitas dauginamasis būtinai turi 
būti nulinė matrica. Iš tiesų, jei neišsigimusios matricos A ir matricos B 


sandauga AB= O, tai šią lygybę iš kairės padauginę 1$ matricos 4-1, gau- 
sime 


Todėl 


Аі (АВ) = 4-0. 
Kadangi 4-14=1, IB=B іг А-10=0, tai В=0. 


Vadinasi, sudauginę dvi neišsigimusias matricas, gausime nenulinę 
matricą. 


Pateiksime atvirkštinės matricos pritaikymo pavyzdį. 
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2 pavyzdys. Sakykime, kintamieji x ir у keičiami naujais kintamai- 
siais x’, у’ pagal formulę 
x=2x + 3y, 


у= Зх’ + 4y'. (6) 


Išreikškime naujus. kintamuosius ankstesniųjų tiesine kombinacija. 
Sprendimas. Sakykime, 
x =bn xX +b, 
y =bn x+ by у. 
Įrašę x’ ir у’ išraiškas į (6), turėsime 
х=2 (by x+ Ье y) +3 (bos X + bos у) = (26а, + 3531) x + (2612 + ЗЬ) у, (7) 
y =3 (by x+ 612 y) +4 (b x+ b,, у) = (3, + 453) x+ (3b,, + 45,;) у. 
Kadangi x’ ir у’ išreiškėme kintamaisiais x ir y iš sistemos ir tas išraiškas 
įrašėme į tą pačią sistemą, tai (7) lygybės yra tapatybės, todėl 
2b, +3b1=1, 262+ ЗВ. =0, 
95, + 4b,, = 0, Зр,» + АБ» = ] . 


Та lygybių sistemą galima užrašyti viena matricų lygybe 


Pi ona x 


iš kurios aišku, kad 
4» 
\ ba ba] \3 47 7 


2 
Matricos 4 -( ) determinantas 


3 4 
04=2:.4-3:3= —1, 
o jo elementu adjunktai 


Au-4, 4= —3j3, 43= –3, 454-2. 


(> ее ;) 
bx b, 3 —2/ 


Vadinasi, 
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Todėl 
x = —4х+ Зу, 


y'=3x—2y 


yra ieškomoji tiesinė kombinacija. 


Pratimas 


Apskaičiuokite matricos 


atvirkštinę matricą. 
| —47 4 11 
Ats. | 4 4 -6 ) 
| 15 -2 3 


$ 19. Kramerio taisyklė 


Jūs jau žinote keletą metodų tiesinių lygčių sistemai spręsti — tai al- 
gebrinės sudėties, keitimo, determinantų metodai. Susipažinsime dar su 
vienu tokios sistemos sprendimo metodu. Nagrinėsime sistemą ($ 15, (1)) 


An Xt + йа Xat o o o Q4, X =b), 
ао X i + а» Xa + ... + da, X4 = Ds, 


dc nin о В (1) 


qa Xi +40 №... Fann Xn = Dn- 


Sistemos matricą pažymėję raide A, kintamųjų stulpelį — raide x, laisvųjų 
narių stulpelį — raide b, (1) lygčių sistemą galėsime užrašyti kaip matri- 
cinę lygtį 

Ax=b. (2) 


Pavyzdžiui, lygčių sistemos 


2х, — 3х, + хз = l, 
3X, + X4 — 2x3 = 0, 
х + 2x, + 3x, = 7 
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matricinė lygtis yra 
2 —3 ] х; | 
3 l —2 Их. |= 0 
— ] 2 3/ NX 7 


Tarkime, kad matrica A yra neišsigimusi. Tuomet ji turi atvirkštinę 
matricą А-1, iš kurios padauginę (2) lygtį, gausime 


A-1(Ax)=A"!b, 
arba 
x=A-!b. (3) 


(3) lygybė yra (1) lygčių sistemos sprendinio matricinė išraiška. Galima įro- 
dyti, kad tas sprendinys yra vienintelis. 


Iš (3) lygybės nesunku gauti Kramerio formules. Kadangi 


‚Аһ n c. Am 


tai, remdamiesi matricų daugybos taisykle, vektoriaus x komponentą 
х; išreiškiame šitaip: 


х= (1/04) У. Apbj=(1/D4) >, b; Ay. (4) 


PL j-1 


Palyginę reiškinį D, = > b, A, su determinanto D, skleidiniu j-ojo stul- 
оғ" l 

pelio elementais Da=3, a, Aj, matome, kad D, yra determinanto, 
Ј= 1 

gauto iš D,, pakeitus јо /-ąjį stulpelį laisvaisiais nariais, skleidinys i-ojo 


stulpelio elementais. Vadinasi, (4) lygybė sutampa su (1) lygčių sistemos 
Kramerio formulėmis 


x=D/D„ (i-1, 2, ..., n). 
Pavyzdys. Tšspręsime tiesinių lygčių sistemą 
3x,+2x,+4x5=7, 
2x,+ X+ X,=4, 
X; + Зха + Оха = 7. 
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Sprendimas. Apskaičiuojame sistemos determinantą 


3 2 4 —1 2 2 o 2 
0=|2 і |= 0 1 0 - 5 „|--2+10=8 
l 3 5 -5 3 2 ü 
pur E 
ir determinantus D,, D,, D,: 
7 2 4| |-1 2 
7 3 —0 3 2 
så i 
3 7 4 —o -9 0 
| 7 5]? |-9 -13 o 7 
327 —] 2 —1 
р.=214= 0 I О |=0. 
137 —b 3 —5 
—2 —4 
Pagal Kramerio formules 
D, 8 D, 16 D, 0 
x= g = 1, => =; =2, s= =5=6. 


Kramerio taisyklė neefektyvi, sprendžiant sistemą, sudarytą iš daugiau 
tiesinių lygčių. Pavyzdžiui, spręsdami п tiesinių lygčių su п kintamųjų sis- 
temą, turėtume apskaičiuoti n+ 1 n-osios eilės determinantą. Tai gana ne- 
lengvas darbas, kai n — didelis skaičius. Todėl tokios sistemos dažniau- 
siai sprendžiamos kitais metodais. Tačiau, nagrinėjant teorinius klausimus, 
Kramerio taisyklė yra nepakeičiamas pagalbininkas, nes, ja remiantis, 
galima glaustai užrašyti (1) lygčių sistemos sprendinį. 


Pratimas 


Kramerio metodu išspręskite lygčių sistemą 
2x,+ х,+4х, =16, 
3x,+2x,+ х= 10, 
x, + 3xx + 3x = 16. 


Ats. xi=1, x4-2, x,=3. 
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$ 20. Zingsniu „aritmetika“ 


Keliaudami po pasaulį, vilkas, ožka ir senelis su kopustu priėjo plačią 
upę. Pakrantėje rado prie medžio pririštą mažą laivelį. Kadangi į tą laivelį 
tilpo tik du iš keturių keliautojų, tai jiems teko spręsti uždavinį: kokia 
tvarka keltis per upę, jei ožkos negalima palikti nei su kopūstu, nei su vilku. 

Keliautojai šį uždavinį išsprendė ir sėkmingai persikėlė į kitą upės kran- 
tą. Jų persikėlimą galima pavaizduoti matricomis. Tuo tikslu matricos 


M -( Sy elementams suteiksime šitokias reikšmes: K reikš kopūstą, 

О — ožką, S — senelį, V — vilką. Jei keliautojas yra šioje upės pusėje, 
l 1 

jį žyminčios raidės vietoj rašysime 1. Pavyzdžiui, matrica 1 1 reikš, 


kad visi keliautojai tebėra šioje upės pusėje. Vienam persikėlus į kitą upės 
pusę, jo raidės vietoj rašysime nulį. Uždavinys bus išspręstas, kai, iš matri- 


COS atėmę 2-osios eilės kvadratinių matricų, sudarytų iš nulių ir 


l I 
vieno arba dviejų vienetų, algebrinę sumą, gausime nulinę matricą. (Sa- 
vaime suprantama, turėsime atsižvelgti į tai, kad ožkos negalima poruoti 
nei su vilku, nei su kopūstu, o irkluoti moka tik senelis.) 

Uždavinio sprendimas išreiškiamas šitokia matricų lygybe: 


1 I 0 I 0 0 | 0 0 1 0 0 
(11) ,)*G o)- ,)* (I | )+ 
0 0 0 1 0 0 
Hi ut ut i: 
kurią galime užrašyti dar ir šitaip: 
l ] 0 1 0 0 0 0 0 1 
(1 JE 9)- (I )- 3L 
10 0 0 0 I 
(| 0) (1 о) + (1.5). 
1 1 
Iš šios išraiškos išplaukia, kad matrica (| | nekomutatyviu (961 
uždavinio sąlygos) sudėties atžvilgiu matricų algebrinė suma. Jei tos išraiš- 


kos nesietume su uždavinio sąlyga, tai sudėtis būtų komutatyvi ir, remda- 
miesi matricų sudėties ir daugybos iš skaičiaus taisyklėmis, gautume 


G Ur eG о)* (а о)* (а 1). 
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11 
Kitaip sakant, ( 11 ) būtų keturių matricų, sudarytų iš nulių ir vieno arba 


dviejų vienetų, tiesinė kombinacija. Kadangi 2-osios eilės kvadratinę mat- 
rica galime laikyti 4-mačiu vektorium (jį gauname, prie matricos pirmosios 
eilutės elementų prirašę antrosios eilutės elementus), tai vektorius (1; 1; 
1; 1) yra vektorių (0; 1; 150), (00; 1; 0), (1;0; 1; 0) ir (0; 0; 1; I) tiesinė 
kombinacija. Pastarieji keturi vektoriai tiesiškai nepriklausomi, nes jų 
rangas lygus 4. Vadinasi, jie sudaro erdvės V, bazę. Juos atitinkančias mat- 
ricas vadinsime 2-osios eilės kvadratinių matricų aibės baze. Iš vektoriaus 
išraiškos bazės vektoriais išplaukia, kad kiekvieną 2-osios eilės kvadra- 
tinę matricą galima vienareikšmiškai išreikšti bazės matricų tiesine kom- 
binacija. 

Minėtoji matricų bazė nėra vienintelė. Lengva įrodyti, kad 2-osios ei- 


0 0 I 
lės kvadratinių matricų bazę sudarys ir matricos 0 +) E 6) , 


(9 о) B 1) | м = (i * Susa nosa ias ss 
1 оло I . Matricos =, ду 18а а toje bazëje bus 


šitokia: 
1 0 0 1 0 0 0 0 
M-2(, o)*(o DELIG 2)+4 (6 d 


Panašiai galima išdėstyti ir aukštesnės eilės matricas. 
Paaiškinsime 2-osios eilės kvadratinės matricos išraišką matricomis 


1 0 (| 0 | o) 0 1 е 
=( 0 | ‚ J= 0 1 „Le(, 0 ‚ N= .1 07: turinčio- 


mis aiškią fizikinę prasmę. 

Sakykime, žmogus stovi taške O. Jo žingsnį pirmyn pažymėsime rai- 
de P, žingsnį atgal — raide A, žingsnį į kairę — raide K ir žingsnį į dešinę — 
raide D. Tuomet dvejetas (P D) reiškia judesį, susidedantį iš Žingsnio pir- 
myn ir žingsnio į dešinę, t.y. kelią iš taško O į tašką S (28 pav.). Kadangi 
daugyba iš (— 1) reiškia krypties pakeitimą priešinga, tai 


—P=A, -D=K. 


Todėl sandauga 
0 1 
(PD)N=(PD) (| с)=(-2Р) = (KP) 


Žingsnis „pirmyn“ virto žingsniu ,,j kairę“, o žingsnis ,,j dešinę“ — žings- 
niu „pirmyn“. Lygindami judesius (P D) ir (K P), matome, kad jų kryptys 
sudaro tarpusavyje statų kampą. Vadinasi, matrica N reiškia posūkį į 
kairę stačiu kampu. 
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| 0 
Imkime dabar matricą J= ( 0 1 


) Padauginę iš jos judesį (P D), 
gauname: | 


10 
(P D) J — (P D) t 1) — D) - (P K). 


Žingsnis „pirmyn“ nepasikeitė, o vietoj žingsnio „į dešinę“ gavome žings- 
nį „i kairę“. Kairioji pusė tapo dešiniąja. Taigi matrica J apibrėžia veidro- 
dinį atspindį ašies PA atžvilgiu. 
| 0 1 
Panašų rezultatą gauname ir nagrinėdami matricą L=( 10 ). Ap- 


skaičiavę sandaugą 
0 | 
PDL= (PD (| ,)- 05. 
matome, kad matrica L žingsnį ,,pirmyn* keičia žingsniu „į dešinę“, o 


žingsnį „į dešinę“ keičia Zingsniu „pirmyn“. Todėl matrica L apibrėžia 
veidrodinį atspindį pusiaukampinės OS atžvilgiu. 


28 pav. 29 pav. 


| 


0 
0 1 ) nekeisdama judesio (P D): 


Pagaliau matrica I= ( 


1 0 
(PD)I= (P p) * ‚)=@ р), 
tolygi komandai „разшки vietoje“. 
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2 | 
Ištirsime, kokį judesį reiškia nagrinétoji matrica М = b D Ka- 


„ү! 0Y (: 0Y 16 2 0 3 
м-3 (| 1/ NO - А! о (| 0 
=31— J+2L-N, 


tai sandauga (P D) M perkelia tašką O į tašką T (29 pav.). Matricos skai- 
dymas į paprasčiausių matricų tiesinę kombinaciją rodo, kokius judesius 
reikia atlikti, norint iš taško S nukeliauti į tašką T. 


dangi 


Pratimas 


l Į 11 
Įrodykite, kad matricos U=( i 4 "= ( 0 1 ) W- 
| 2 
sudaro baze ir išreikškite ju tiesine kombinacija matrica 2-( 


Ats, O0=2U+V-Z. 
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